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第1章 複素数体と複素平面

1.1 複素数体上のノルム

• 複素数体
定義 1.1.1. x1, x2 ∈ Rを

x = (x1, x2)

のように並べたものを 2次ベクトルと言う. また, 2次ベクトル全体の集合を

R2 = {x = (x1, x2) ; x1, x2 ∈ R}

と書く.

定義 1.1.2. 2次ベクトルの相等・加法・乗法を

(1) (相等) ∀x, y ∈ R2, (x = y ⇔ (x1 = y1) ∧ (x2 = y2)).

(2) (加法) x+ y = (x1 + y1, x2 + y2) (x, y ∈ R2).

(3) (乗法) xy = (x1y1 − x2y2, x1y2 + x2y1) (x, y ∈ R2).

によって定義する.

注意 (スカラー乗法). R2に 2次ベクトルの加法・乗法を定義すると, 任意の a ∈ R, x ∈ R2に対して

(a, 0)(x1, x2) = (ax1 − 0 · x2, ax2 + 0 · x1)
= (ax1, ax2)

が成り立つ. これより, a = (a, 0)と書く:

ax = (ax1, ax2).

注意 (虚数単位). R2に 2次ベクトルの加法・乗法を定義すると,

(0, 1)2 = (0, 1)(0, 1)

= (02 − 12, 0 · 1 + 1 · 0)
= (−1, 0)

= −1

が成り立つ. これより, i = (0, 1)と書く:

i2 = −1.
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命題 1.1.1. R2は 2次ベクトルの加法・乗法について可換体である. つまり, 次の (i)–(x)を満たす.

(i) (x+ y) + z = x+ (y + z) (x, y, z ∈ R2).

(ii) ∃!0 = (0, 0) ∈ R2, ∀x ∈ R2, x+ 0 = x = 0 + x.

(iii) ∀x = (x1, x2) ∈ R2, ∃!− x = (−x1,−x2) ∈ R2, x+ (−x) = 0 = (−x) + x.

(iv) x+ y = y + x (x, y ∈ R2).

(v) (xy)z = x(yz) (x, y, z ∈ R2).

(vi) ∃!1 = (1, 0) ∈ R2 \ {(0, 0)}, ∀x ∈ R2, x1 = x = 1x.

(vii) ∀x = (x1, x2) ∈ R2 \ {(0, 0)}, ∃!x−1 =

(
x1

x21 + x22
,− x2

x21 + x22

)
∈ R2 \ {(0, 0)}, xx−1 = 1 = x−1x.

(viii) xy = yx (x, y ∈ R2).

(ix) (x+ y)z = xz + yz (x, y, z ∈ R2).

(x) x(y + z) = xy + xz (x, y, z ∈ R2).

証明. 省略 (微分積分学 I).

注意 (減法, 除法). (iii)の x+ (−y)を x− yと書き, (vii)の xy−1を x

y
と書く.

定義 1.1.3. 2次ベクトルの加法・乗法が定義された可換体 R2を

C = {x = x1 + ix2 ; x1, x2 ∈ R}

と書き, Cの元を複素数と言う.

N, Z, Q, R, Cの包含関係� �
N ⊊ Z ⊊ Q ⊊ R ⊊ C.� �

注意 (Frobeniusの定理). d = 1, d = 2, d = 4のときだけ, d次ベクトル全体の集合RdがR上の多元体
となるように, d次ベクトルの加法・乗法を定義できる.

(1) (実数体) d = 1のとき, Rは可換体である.

(2) (複素数体) d = 2のとき, R2 = Cは可換体である.

(3) (四元数体) d = 4のとき, R4 = Hは非可換体である.
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• 複素数体上のノルム・距離
定義 1.1.4. 任意の x = x1 + ix2 ∈ Cに対し,

Rex = x1, Imx = x2

をそれぞれ xの実部 (real part), 虚部 (imaginary part)と言う.

定義 1.1.5. 任意の x = x1 + ix2 ∈ Cに対し,

x = x1 − ix2

を xの共役複素数と言う.

定義 1.1.6. 任意の x = x1 + ix2 ∈ Cに対し,

|x| =
√
x21 + x22

を xのノルムまたは絶対値と言う.

命題 1.1.2. 　

(1) Rex =
x+ x

2
(x ∈ C).

(2) Imx =
x− x

2i
(x ∈ C).

(3) x = x (x ∈ C).

(4) |x| =
√
xx = |x| (x ∈ C).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.1.3. 　

(1) |Rex| ≤ |x| (x ∈ C).

(2) |Imx| ≤ |x| (x ∈ C).

(3) |x| ≤ |Rex|+ |Imx| (x ∈ C).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.1.4. 　

(1) x+ y = x+ y (x, y ∈ C).

(2) xy = xy (x, y ∈ C).

(3)

(
x

y

)
=

x

y
(x, y ∈ C, y ̸= 0).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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命題 1.1.5. 　

(1) |x+ y|2 = |x|2 + 2Re(xy) + |y|2 (x, y ∈ C).

(2) |xy| = |x||y| (x, y ∈ C).

(3)

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = |x|

|y|
(x, y ∈ C, y ̸= 0).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.1.6. (C, | ∗ |)はノルム空間である. つまり, 次の (i)–(iii)を満たす.

(i) ∀x ∈ C, (|x| ≥ 0) ∧ (|x| = 0 ⇔ x = 0).

(ii) (三角不等式) |x+ y| ≤ |x|+ |y| (x, y ∈ C).

(iii) |xy| = |x||y| (x, y ∈ C).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 1.1.7. 任意の x, y ∈ Cに対し,

d(x, y) = |x− y|

を xと yの距離と言う.

命題 1.1.7. (C, d)は距離空間である. つまり, 次の (i)–(iii)を満たす.

(i) ∀x, y ∈ C, (d(x, y) ≥ 0) ∧ (d(x, y) = 0 ⇔ x = y).

(ii) (三角不等式) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (x, y, z ∈ C).

(iii) d(x, y) = d(y, x) (x, y ∈ C).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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1.2 複素数体上の位相

• 複素数体の開集合・閉集合
定義 1.2.1. 任意の x ∈ C, r > 0に対し,

Dr(x) = {y ∈ C ; |y − x| < r}

を xを中心とする半径 rの開円板と言う.

定義 1.2.2. x ∈ C, A ⊆ Cを Cの部分集合, Acを Cに対するAの補集合とする.

(1) Dr(x) ⊆ Aを満たす r > 0が存在するとき, xをAの内点と言う. また, Aの内点全体の集合を

Ai = {x ∈ C ; ∃r > 0, Dr(x) ⊆ A}

と書き, AiをAの内部 (interior)または開核 (open kernel)と言う.

(2) Dr(x) ⊆ Acを満たす r > 0が存在するとき, xをAの外点と言う. また, Aの外点全体の集合を

Ae = {x ∈ C ; ∃r > 0, Dr(x) ⊆ Ac}

と書き, AeをAの外部 (exterior)と言う.

(3) 任意の r > 0に対して (Dr(x)∩A ̸= ∅)∧ (Dr(x)∩Ac ̸= ∅)のとき, xをAの境界点と言う. また,

Aの境界点全体の集合を

Af = {x ∈ C ; ∀r > 0, (Dr(x) ∩A ̸= ∅) ∧ (Dr(x) ∩Ac ̸= ∅)}

と書き, Af をAの境界 (frontier)と言う.

(4) 任意の r > 0に対してDr(x) ∩A ̸= ∅のとき, xをAの触点と言う. また, Aの触点全体の集合を

A = {x ∈ C ; ∀r > 0, Dr(x) ∩A ≠ ∅}

と書き, AをAの閉包 (closure)と言う.

注意. A ⊆ Cを Cの部分集合とする.

(1) Ai ⊆ A ⊆ A.

(2) {Ai, Af}はAの直和分解である. つまり, 次の (i), (ii)を満たす.

(i) Ai ∪Af = A.

(ii) Ai ∩Af = ∅.

(3) {Ai, Ae, Af}は Cの直和分解である. つまり, 次の (i), (ii)を満たす.

(i) Ai ∪Ae ∪Af = C.

(ii) Ai ∩Ae = ∅, Ai ∩Af = ∅, Ae ∩Af = ∅.
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注意. 定義 1.2.2(1)のAiをAoと書き, 定義 1.2.2(3)のAf を ∂Aと書くことがある.

定義 1.2.3. A ⊆ Cを Cの部分集合とする.

(1) Aが開であるとは, AがA = Aiを満たすことを言う. また, Cの開集合全体の集合を

O = {U ⊆ C ; U = U i}

と書き, Oを C上の開集合系または位相と言う.

(2) Aが閉であるとは, AがA = Aを満たすことを言う. また, Cの閉集合全体の集合を

A = {F ⊆ C ; F = F}

と書き, Aを C上の閉集合系と言う.

例 (Cの開円板). x0 ∈ C, r0 > 0とすると, Dr0(x0) = {x ∈ C ; |x− x0| < r0}は開である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例 (Cの閉円板). x0 ∈ C, r0 > 0とすると,

Dr0(x0) = {x ∈ C ; |x− x0| ≤ r0}

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.2.1. A = {F ⊆ C ; F c ∈ O}.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

注意. A ⊆ Cを Cの部分集合とすると, 次の命題
(1) A /∈ O ⇒ A ∈ A (開でない⇒閉である).

(2) A /∈ A ⇒ A ∈ O (閉でない⇒開である).

は偽である.

例 (空集合, 普遍集合). 　
(1) ∅ ∈ O ∩ A.

(2) C ∈ O ∩A.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例 (Cの円環). 0 < a < bとする.

(1) A = {x ∈ C ; a < |x| ≤ b} /∈ O ∪A.

(2) A = {x ∈ C ; a ≤ |x| < b} /∈ O ∪A.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 複素数体の連結集合・コンパクト集合
定義 1.2.4. A ⊆ Cを Cの部分集合とする.

(1) Aが連結であるとは, 次の (i), (ii)を満たす Cの開集合 U, V ⊆ Cが存在しないことを言う.

(i) U ∩A ̸= ∅, V ∩A ̸= ∅.

(ii) {U ∩A, V ∩A}はAの直和分解である.

(2) Aが領域であるとは, Aが連結かつ開であることを言う.

定義 1.2.5. A ⊆ Cを Cの部分集合とする.

(1) Aが有界であるとは,

A ⊆ Dr(x)

を満たす x ∈ C, r ≥ 0が存在することを言う.

(2) Aがコンパクトであるとは, Aが有界かつ閉であることを言う.
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1.3 複素平面とRiemann球面

• 複素平面
定義 1.3.1. 任意の x ∈ C \ {0}に対し,

x = r(cos θ + i sin θ)

によって定義される (r, θ) ∈ (0,∞)× [0, 2π)を xの極座標と言い,

argx = θ

を xの偏角 (argument)と言う. x = 0に対しては, r = 0によって定義し, θは定義しない.

命題 1.3.1. 　

(1) arg(xy) ≡ argx+ argy (mod 2π) (x, y ∈ C, x, y ̸= 0).

(2) arg
x

y
≡ argx− argy (mod 2π) (x, y ∈ C, x, y ̸= 0).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 複素数の平方根・n乗根
命題 1.3.2. a, b ∈ R, b ̸= 0とすると, z2 = a+ ibの根 zは

z = ±

√√
a2 + b2 + a

2
+ i

b

|b|

√√
a2 + b2 − a

2


である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.3.3. r > 0, θ ∈ Rとすると, z2 = r(cos θ + i sin θ)の根 zは

z =
√
r

{
cos

(
1

2
θ + kπ

)
+ i sin

(
1

2
θ + kπ

)}
(k ∈ {0, 1})

である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.3.4 (de Moivreの公式). θ ∈ Rとすると, 任意の n ∈ Nに対して

(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.3.5. r > 0, θ ∈ R, n ∈ N, n ≥ 1とすると, zn = r(cos θ + i sin θ)の根 zは

z = n
√
r

{
cos

(
1

n
θ +

2k

n
π

)
+ i sin

(
1

n
θ +

2k

n
π

)}
(k ∈ {0, 1, · · · , n− 1})

である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例 (1の n乗根). n ∈ N, n ≥ 1とし, ω = cos
2

n
π + i sin

2

n
πとおくと, zn = 1の根 zは

z = ωk (k ∈ {0, 1, · · · , n− 1})

である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 拡張された複素平面
定義 1.3.2. 複素数と無限遠点∞の加法・乗法・除法を
(1) (加法) x+∞ = ∞+ x = ∞ (x ∈ C).

(2) (乗法) x · ∞ = ∞ · x = ∞ (x ∈ C ∪ {∞}, x ̸= 0).

(3) (除法)
x

0
= ∞ (x ∈ C, x ̸= 0),

x

∞
= 0 (x ∈ C).

によって定義する.

定義 1.3.3. 複素数と無限遠点の加法・乗法・除法が定義された Cと∞の和を

C = C ∪ {∞}

と書き, Cを拡張された複素平面と言う.

定義 1.3.4. 任意のX = (X1, X2, X3) ∈ R3に対し,

|X| =
√

X2
1 +X2

2 +X2
3

をX のノルムまたは絶対値と言い,

S2 = {X ∈ R3 ; |X| = 1}

をRiemann球面と言う.

命題 1.3.6. N = (0, 0, 1)とおく. C = {x = (x1, x2, 0) ; x1, x2 ∈ R}とするとき, 任意のX ∈ S2 \ {N}
に対し, N , X, xが一直線上にあるための x ∈ Cの必要十分条件は, xが

x1 =
X1

1−X3
, x2 =

X2

1−X3

を満たすことである.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.3.7. N = (0, 0, 1)とおく. C = {x = (x1, x2, 0) ; x1, x2 ∈ R}とするとき, 任意の x ∈ Cに対し,

N , X, xが一直線上にあるためのX ∈ S2 \ {N}の必要十分条件は, X が

X1 =
x+ x

|x|2 + 1
, X2 =

x− x

i(|x|2 + 1)
, X3 =

|x|2 − 1

|x|2 + 1

を満たすことである.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 1.3.5. N = (0, 0, 1)とおく.

pN (X) = x =


X1 + iX2

1−X3
(X ∈ S2 \ {N}),

∞ (X = N)

によって定義される pN : S2 → Cを S2から Cへの立体射影と言う.
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注意 (命題 1.3.7). pN : S2 → Cは S2から Cへの全単射であり, pN の逆 p−1
N : C → S2は

p−1
N (x) = X =


(

x+ x

|x|2 + 1
,

x− x

i(|x|2 + 1)
,
|x|2 − 1

|x|2 + 1

)
(x ∈ C),

N (x = ∞)

である.

定義 1.3.6. 任意の x, y ∈ Cに対し,

dN (x, y) = |p−1
N (x)− p−1

N (y)|

を xと yの距離と言う.

命題 1.3.8. 　

(1) 任意の x, y ∈ Cに対して
dN (x, y) =

2|x− y|√
(|x|2 + 1)(|y|2 + 1)

が成り立つ.

(2) 任意の x ∈ Cに対して
dN (x,∞) =

2√
|x|2 + 1

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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1.4 複素数列の極限

• 複素数列の収束・発散
定義 1.4.1. a : N → Cを複素数列と言う. このとき,

a(n) = an (n ∈ N), a = {an}n∈N

と書き, anを {an}n∈Nの一般項と言う.

定義 1.4.2 (ε-N 論法). {an}n∈Nを複素数列とする. n → ∞のとき, anが α ∈ Cに収束するとは, 任意
の ε > 0に対してあるN(ε) ∈ Nが存在し, n ≥ N(ε)を満たす任意の n ∈ Nに対して

|an − α| < ε

が成り立つことを言う. このとき, lim
n→∞

an = αと書く.

定義 1.4.2の論理式� �
∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N, ∀n ∈ N, (n ≥ N(ε) ⇒ |an − α| < ε).� �

定義 1.4.3 (M -N 論法). {an}n∈Nを複素数列とする. n → ∞のとき, anが∞に発散するとは, 任意の
M > 0に対してあるN(M) ∈ Nが存在し, n ≥ N(M)を満たす任意の n ∈ Nに対して

|an| > M

が成り立つことを言う. このとき, lim
n→∞

an = ∞と書く.

定義 1.4.3の論理式� �
∀M > 0, ∃N(M) ∈ N, ∀n ∈ N, (n ≥ N(M) ⇒ |an| > M).� �

注意. 複素数列の有限個の項を付け加えたり取り除いたりしても, その複素数列の収束・発散には関係
しない.

命題 1.4.1. {an}n∈Nを複素数列とするとき, {an}n∈Nが収束すれば, lim
n→∞

anは一意である.

証明. 省略 (微分積分学 I).

定義 1.4.4. {an}n∈Nを複素数列とし, a(N) = {an ; n ∈ N} ⊆ Cとおく. {an}n∈Nが有界であるとは,

a(N) ⊆ DM (0)

を満たすM ≥ 0が存在することを言う.

定義 1.4.4の論理式� �
∃M ≥ 0, ∀n ∈ N, |an| ≤ M.� �
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命題 1.4.2. {an}n∈Nを複素数列とする.

(1) {an}n∈Nが収束すれば, {an}n∈Nは有界である.

(2) {an}n∈Nが収束し, かつ lim
n→∞

an ̸= 0ならば, あるN ∈ Nが存在し, n ≥ N を満たす任意の n ∈ N
に対して

|an| >
1

2

∣∣∣ lim
n→∞

an

∣∣∣
が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 I).

命題 1.4.3 (和・スカラー倍の極限). {an}n∈N, {bn}n∈Nを複素数列, c ∈ Cとする.

(1) {an}n∈N, {bn}n∈Nが収束すれば, {an + bn}n∈Nは収束し,

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

が成り立つ.

(2) {an}n∈Nが収束すれば, {can}n∈Nは収束し,

lim
n→∞

(can) = c lim
n→∞

an

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 I).

命題 1.4.4 (積・商の極限). {an}n∈N, {bn}n∈Nを複素数列とする.

(1) {an}n∈N, {bn}n∈Nが収束すれば, {anbn}n∈Nは収束し,

lim
n→∞

(anbn) = lim
n→∞

an lim
n→∞

bn

が成り立つ.

(2) {an}n∈N, {bn}n∈Nが収束し, かつ lim
n→∞

bn ̸= 0ならば,

{
an
bn

}
n∈N
は収束し,

lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 I).

注意. Cには全順序が存在しないので, 複素数列に対する
(1) 極限の単調性

(2) はさみうちの原理
は, 命題として存在しない.
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• Bolzano-Weierstrassの定理
命題 1.4.5. {an}n∈Nを複素数列とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) {an}n∈Nは Cに収束する.

(ii) {Rean}n∈N, {Iman}n∈Nは Rに収束する.

さらに, {an}n∈Nが (i)または (ii)を満たせば,

lim
n→∞

an = lim
n→∞

Rean + i lim
n→∞

Iman

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.4.6. {an}n∈Nを複素数列とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) {an}n∈Nは Cで有界である.

(ii) {Rean}n∈N, {Iman}n∈Nは Rで有界である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 1.4.5. n : N → Nを Nから Nへの写像, a = {an}n∈Nを複素数列とする.

(1) nが狭義単調増加であるとは, 任意の k ∈ Nに対して n(k) < n(k + 1)のことを言う.

(2) nが狭義単調増加のとき, a ◦ n : N → N → Cを aの部分列と言う. このとき,

a ◦ n(k) = an(k) (k ∈ N), a ◦ n = {an(k)}k∈N

と書き, an(k)を {an(k)}k∈Nの一般項と言う.

命題 1.4.7. n : N → Nを Nから Nへの写像, {an}n∈Nを複素数列とする.

(1) nが狭義単調増加ならば, 任意の k ∈ Nに対して k ≤ n(k).

(2) {an}n∈Nが収束すれば, {an}n∈Nの任意の部分列 {an(k)}k∈Nに対して lim
k→∞

an(k) = lim
n→∞

an.

証明. 省略 (微分積分学 I).

定理 1.4.1 (Bolzano-Weierstrass の定理). {an}n∈N を複素数列とするとき, {an}n∈N が有界ならば,

{an}n∈Nの収束する部分列が存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Cauchyの定理
定義 1.4.6. {an}n∈Nを複素数列とする. {an}n∈Nが CのCauchy列であるとは, 任意の ε > 0に対し
てあるN(ε) ∈ Nが存在し, m,n ≥ N(ε)を満たす任意のm,n ∈ Nに対して

|an − am| < ε

が成り立つことを言う.

定義 1.4.6の論理式� �
∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N, ∀m,n ∈ N, (m,n ≥ N(ε) ⇒ |an − am| < ε).� �

命題 1.4.8. {an}n∈Nを複素数列とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) {an}n∈Nは Cの Cauchy列である.

(ii) {Rean}n∈N, {Iman}n∈Nは Rの Cauchy列である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.4.9. 複素数列 {an}n∈Nが収束すれば, {an}n∈Nは Cの Cauchy列である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

注意 (命題 1.4.9の対偶). 複素数列 {an}n∈Nが Cauchy列でなければ, {an}n∈Nは Cに収束しない.

定理 1.4.2 (Cauchyの定理). 複素数列 {an}n∈Nが Cauchy列ならば, {an}n∈Nは Cに収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

注意. Cには全順序が存在しないので, Cに対する

(1) Dedekindの公理

(2) 上限公理

(3) 下限公理

(4) 単調増加収束公理

(5) 単調減少収束公理

(6) Archimedesの公理

(7) Cantorの公理

は, 命題として存在しない.
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第2章 複素関数の極限と正則関数

2.1 複素関数の極限
定義 2.1.1. Aを集合とする. f : A → CをA上の複素関数と言う.

定義 2.1.2 (ε-δ 論法). A ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f : A \ {a} → Cを A \ {a}上の複素関数と
する. z → aのとき, f(z)が α ∈ Cに収束するとは, 任意の ε > 0に対してある δ(ε) > 0が存在し,

0 < |z − a| < δ(ε)を満たす任意の z ∈ Aに対して

|f(z)− α| < ε

が成り立つことを言う. このとき, lim
z→a

f(z) = αと書く.

定義 2.1.2の論理式� �
∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, ∀z ∈ A, (0 < |z − a| < δ(ε) ⇒ |f(z)− α| < ε).� �

定義 2.1.3 (M -δ 論法). A ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f : A \ {a} → Cを A \ {a}上の複素関数
とする. z → aのとき, f(z)が∞に発散するとは, 任意のM > 0に対してある δ(M) > 0が存在し,

0 < |z − a| < δ(M)を満たす任意の z ∈ Aに対して

|f(z)| > M

が成り立つことを言う. このとき, lim
z→a

f(z) = ∞と書く.

定義 2.1.3の論理式� �
∀M > 0, ∃δ(M) > 0, ∀z ∈ A, (0 < |z − a| < δ(M) ⇒ |f(z)| > M).� �

命題 2.1.1. A ⊆ CをCの部分集合, a ∈ A, f : A \ {a} → CをA \ {a}上の複素関数とする. z → aの
とき, f(z)が収束すれば, lim

z→a
f(z)は一意である.

証明. 省略 (微分積分学 I).

定義 2.1.4. Aを集合, f : A → CをA上の複素関数とし, f(A) = {f(x) ; x ∈ A} ⊆ Cとおく. f がA

で有界であるとは,

f(A) ⊆ DM (0)

を満たすM ≥ 0が存在することを言う.
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定義 2.1.4の論理式� �
∃M ≥ 0, ∀z ∈ A, |f(z)| ≤ M.� �

命題 2.1.2. A ⊆ CをCの部分集合, a ∈ A, f : A \ {a} → CをA \ {a}上の複素関数とする. z → aの
とき,

(1) f(z)が収束すれば, ある δ > 0が存在し, f はDδ(a)で有界である.

(2) f(z)が収束し, かつ lim
z→a

f(z) ̸= 0ならば, ある δ > 0が存在し, 任意の z ∈ Dδ(a)に対して

|f(z)| > 1

2

∣∣∣ lim
z→a

f(z)
∣∣∣

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 I).

命題 2.1.3 (和・スカラー倍の極限). A ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f, g : A \ {a} → Cを A \ {a}上
の複素関数, c ∈ Cとする.

(1) z → aのとき, f(z), g(z)が収束すれば, f(z) + g(z)は収束し,

lim
z→a

(f(z) + g(z)) = lim
z→a

f(z) + lim
z→a

g(z)

が成り立つ.

(2) z → aのとき, f(z)が収束すれば, cf(z)は収束し,

lim
z→a

(cf(z)) = c lim
z→a

f(z)

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 I).

命題 2.1.4 (積・商の極限). A ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f, g : A \ {a} → Cを A \ {a}上の複素関
数とする.

(1) z → aのとき, f(z), g(z)が収束すれば, f(z)g(z)は収束し,

lim
z→a

(f(z)g(z)) = lim
z→a

f(z) lim
z→a

g(z)

が成り立つ.

(2) z → aのとき, f(z), g(z)が収束し, かつ lim
z→a

g(z) ̸= 0ならば,
f(z)

g(z)
は収束し,

lim
z→a

f(z)

g(z)
=

lim
z→a

f(z)

lim
z→a

g(z)

が成り立つ.
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証明. 省略 (微分積分学 I).

命題 2.1.5 (合成の極限). A,B ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f : A \ {a} → B, g : B → Cをそれぞれ
A \ {a}, B上の複素関数とするとき,

lim
z→a

f(z) = b

となる b ∈ Bが存在し, かつ w → bのとき, g(w)が収束すれば, z → aのとき, g ◦ f は収束し,

lim
z→a

(g ◦ f)(z) = lim
w→b

g(w)

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 I).

命題 2.1.6. A ⊆ CをCの部分集合, a ∈ A, f : A \ {a} → CをA \ {a}上の複素関数, α ∈ Cとすると,

次の (i), (ii)は同値である.

(i) lim
z→a

f(z) = α.

(ii) 任意の n ∈ Nに対して zn ̸= a, かつ lim
n→∞

zn = aとなるAの任意の点列 {zn}n∈Nに対して

lim
n→∞

f(zn) = α

となる.

証明. 省略 (微分積分学 I).

定理 2.1.1 (Cauchyの収束判定法). A ⊆ CをCの部分集合, a ∈ A, f : A \ {a} → CをA \ {a}上の複
素関数とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) z → aのとき, f(z)は収束する.

(ii) 任意の ε > 0に対してある δ(ε) > 0が存在し, 0 < |z− a|, |w− a| < δ(ε)を満たす任意の z, w ∈ A

に対して
|f(z)− f(w)| < ε

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 I).

命題 2.1.7. A ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f : A \ {a} → Cを A \ {a}上の複素関数とすると, 次の
(i), (ii)は同値である.

(i) z → aのとき, f(z)は Cに収束する.

(ii) z → aのとき, Ref(z), Imf(z)は Rに収束する.

さらに, f が (i)または (ii)を満たせば,

lim
z→a

f(z) = lim
z→a

Ref(z) + i lim
z→a

Imf(z)

が成り立つ.
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証明. 省略 (講義の自筆ノート).

注意. Cには全順序が存在しないので, 複素関数に対する

(1) 極限の単調性

(2) はさみうちの原理

は, 命題として存在しない.
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2.2 複素連続関数
定義 2.2.1. A ⊆ Cを Cの部分集合, f : A → CをA上の複素関数とする.

(1) f が a ∈ Aで連続であるとは,

lim
z→a

f(z) = f(a)

となることを言う.

(2) f がAで連続であるとは, f が任意の a ∈ Aで連続であることを言う.

定義 2.2.1(2)の論理式� �
∀a ∈ A, ∀ε > 0, ∃δ(a, ε) > 0, ∀z ∈ A, (|z − a| < δ(a, ε) ⇒ |f(z)− f(a)| < ε).� �

命題 2.2.1 (和・スカラー倍の連続性). A ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f, g : A → Cを A上の複素関
数, c ∈ Cとする.

(1) f , gが aで連続ならば, f + gは aで連続であり,

lim
z→a

(f(z) + g(z)) = f(a) + g(a)

が成り立つ.

(2) f が aで連続ならば, cf は aで連続であり,

lim
z→a

(cf(z)) = cf(a)

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 2.1.3).

命題 2.2.2 (積・商の連続性). A ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f, g : A → CをA上の複素関数とする.

(1) f , gが aで連続ならば, fgは aで連続であり,

lim
z→a

(f(z)g(z)) = f(a)g(a)

が成り立つ.

(2) f , gが aで連続であり, かつ g(a) ̸= 0ならば,
f

g
は aで連続であり,

lim
z→a

f(z)

g(z)
=

f(a)

g(a)

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 2.1.4).
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命題 2.2.3 (合成の連続性). A,B ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f : A → B, g : B → Cをそれぞれ A,

B上の複素関数とするとき, f , gがそれぞれ a, f(a)で連続ならば, g ◦ f は aで連続であり,

lim
z→a

(g ◦ f)(z) = g(f(a))

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 2.1.5).

命題 2.2.4. A ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f : A → Cを A上の複素関数とすると, 次の (i), (ii)は同
値である.

(i) f は aで連続である.

(ii) lim
n→∞

zn = aとなるAの任意の点列 {zn}n∈Nに対して

lim
n→∞

f(zn) = f(a)

となる.

証明. 省略 (命題 2.1.6).

命題 2.2.5. A ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f : A → Cを A上の複素関数とすると, 次の (i), (ii)は同
値である.

(i) f は aで連続である.

(ii) Ref , Imf は aで連続である.

証明. 省略 (命題 2.1.7).
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2.3 正則関数とCauchy-Riemann方程式
定義 2.3.1. U ⊆ Cを Cの開集合, f : U → Cを U 上の複素関数とする.

(1) f が a ∈ U で複素微分可能であるとは,

lim
z→a

f(z)− f(a)

z − a
= α

となる α ∈ Cが存在することを言う. このとき, α = f ′(a)と書き, f ′(a)を f の aでの複素微分係
数と言う.

(2) f が U で複素微分可能または正則であるとは, f が任意の a ∈ U で複素微分可能であることを言
う. このとき, f ′ : U → Cを f の複素導関数と言う.

命題 2.3.1. U ⊆ CをCの開集合, a ∈ U , f : U → Cを U 上の複素関数とするとき, f が aで複素微分
可能ならば, f は aで連続である.

証明. 省略 (微分積分学 I).

命題 2.3.2 (和・スカラー倍の正則性). U ⊆ Cを Cの開集合, a ∈ U , f, g : U → Cを U 上の複素関数,

c ∈ Cとする.

(1) f , gが aで複素微分可能ならば, f + gは aで複素微分可能であり,

(f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a)

が成り立つ.

(2) f が aで複素微分可能ならば, cf は aで複素微分可能であり,

(cf)′(a) = cf ′(a)

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 I).

命題 2.3.3 (積・商の正則性). U ⊆ Cを Cの開集合, a ∈ U , f, g : U → Cを U 上の複素関数とする.

(1) f , gが aで複素微分可能ならば, fgは aで複素微分可能であり,

(fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a)

が成り立つ.

(2) f , gが aで複素微分可能であり, かつ g(a) ̸= 0ならば,
f

g
は aで複素微分可能であり,

(
f

g

)′
(a) =

f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

g(a)2

が成り立つ.
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証明. 省略 (微分積分学 I).

命題 2.3.4 (合成の正則性). U, V ⊆ Cを Cの開集合, a ∈ U , f : U → V , g : V → Cをそれぞれ U , V

上の複素関数とするとき, f , gがそれぞれ a, f(a)で複素微分可能ならば, g ◦ f は aで複素微分可能で
あり,

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a))f ′(a)

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 I).

定理 2.3.1. U ⊆ Cを Cの開集合, z = x+ iy ∈ U , f : U → Cを U 上の複素関数とし,

u(x, y) = Ref(z), v(x, y) = Imf(z) (z = x+ iy ∈ U)

とおくと, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) f は zで複素微分可能である.

(ii) (Cauchy-Riemann方程式) u, vは (x, y)で全微分可能であり,

∂u

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x, y),

∂v

∂x
(x, y) = −∂u

∂y
(x, y)

を満たす.

さらに, f が (i)または (ii)を満たせば,

f ′(z) =
∂u

∂x
(x, y) + i

∂v

∂x
(x, y) =

1

i

(
∂u

∂y
(x, y) + i

∂v

∂y
(x, y)

)
が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

23



第3章 複素解析関数

3.1 複素級数の収束・発散

• 複素級数
定義 3.1.1. {an}n∈Nを複素数列とする.

SN =

N∑
n=0

an (N ∈ N)

によって定義される {SN}N∈Nを {an}n∈Nの複素級数と言い, SN を {SN}N∈Nの第N 部分和と言う.

定義 3.1.2. {an}n∈Nを複素数列, {SN}N∈Nを {an}n∈Nの複素級数とする.

(1) {SN}N∈Nが S ∈ Cに収束するとは,

lim
N→∞

SN = S

となることを言う. このとき, S =
∞∑
n=0

anと書き,
∞∑
n=0

anを {SN}N∈Nの和と言う.

(2) {SN}N∈Nが∞に発散するとは,

lim
N→∞

SN = ∞

となることを言う. このとき,

∞∑
n=0

an = ∞と書く.

注意. 複素数列の有限個の項を付け加えたり取り除いたりしても, その複素級数の収束・発散には関係
しない.

命題 3.1.1. {an}n∈Nを複素数列とするとき,
∞∑
n=0

anが収束すれば, lim
n→∞

an = 0となる.

証明. 省略 (微分積分学 II).

定理 3.1.1 (Cauchyの収束判定法). {an}n∈Nを複素数列とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i)

∞∑
n=0

anは収束する.

(ii) 任意の ε > 0に対してあるN(ε) ∈ Nが存在し, M,N ≥ N(ε)を満たす任意のM,N ∈ Nに対して∣∣∣∣∣
N∑

n=0

an −
M∑
n=0

an

∣∣∣∣∣ < ε

が成り立つ.
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証明. 省略 (微分積分学 II).

注意. 命題 3.1.1の逆は成り立たない.

例 (調和級数).
∞∑
n=1

1

n
= ∞.

証明. 省略 (微分積分学 II).

命題 3.1.2 (和・スカラー倍の級数). {an}n∈N, {bn}n∈Nを複素数列, c ∈ Cとする.

(1)

∞∑
n=0

an,
∞∑
n=0

bnが収束すれば,
∞∑
n=0

(an + bn)は収束し,

∞∑
n=0

(an + bn) =

∞∑
n=0

an +

∞∑
n=0

bn

が成り立つ.

(2)

∞∑
n=0

anが収束すれば,

∞∑
n=0

(can)は収束し,

∞∑
n=0

(can) = c
∞∑
n=0

an

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 II).

命題 3.1.3. {an}n∈Nを複素数列とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i)
∞∑
n=0

anは Cに収束する.

(ii)
∞∑
n=0

Rean,
∞∑
n=0

Imanは Rに収束する.

さらに, {an}n∈Nが (i)または (ii)を満たせば,

∞∑
n=0

an =

∞∑
n=0

Rean + i

∞∑
n=0

Iman

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Abelの定理
命題 3.1.4 (部分和分法). {an}n∈N, {bn}n∈Nを複素数列とすると, M ≤ N を満たす任意のM,N ∈ N
に対して

N∑
n=M

an(bn+1 − bn) = aN+1bN+1 − aMbM −
N∑

n=M

(an+1 − an)bn+1

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 II).

定理 3.1.2 (Abelの定理). {an}n∈N, {bn}n∈Nを複素数列で, 次の (i)–(iii)を満たすものとする.

(i)

∞∑
n=0

|an+1 − an|は収束する.

(ii) lim
n→∞

an = 0.

(iii)

{
N∑

n=0

bn

}
N∈N

は有界である.

このとき,
∞∑
n=0

anbnは収束し,

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

anbn

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|an+1 − an| sup
N∈N

∣∣∣∣∣
N∑

n=0

bn

∣∣∣∣∣
が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 II).
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• 複素級数の絶対収束・条件収束
定義 3.1.3. {an}n∈Nを複素数列とする.

(1)

∞∑
n=0

anが絶対収束するとは,

∞∑
n=0

|an|が収束することを言う.

(2)

∞∑
n=0

anが条件収束するとは,

∞∑
n=0

anが収束し,

∞∑
n=0

|an|が発散することを言う.

命題 3.1.5 (複素級数の三角不等式). {an}n∈Nを複素数列とするとき,

∞∑
n=0

anが絶対収束すれば,

∞∑
n=0

an

は収束し, ∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

an

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|an|

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 II).

例.
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
は条件収束し,

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= log 2

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 II).

命題 3.1.6 (和・スカラー倍の級数). {an}n∈N, {bn}n∈Nを複素数列, c ∈ Cとする.

(1)

∞∑
n=0

an,

∞∑
n=0

bnが絶対収束すれば,

∞∑
n=0

(an + bn)は絶対収束し,

∞∑
n=0

(an + bn) =
∞∑
n=0

an +
∞∑
n=0

bn

が成り立つ.

(2)
∞∑
n=0

anが絶対収束すれば,
∞∑
n=0

(can)は絶対収束し,

∞∑
n=0

(can) = c
∞∑
n=0

an

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 II).
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命題 3.1.7 (Cauchy積の級数). {an}n∈N, {bn}n∈Nを複素数列とするとき,

∞∑
n=0

an,

∞∑
n=0

bnが絶対収束す

れば,

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
は絶対収束し,

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
=

( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 II).
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• 複素級数の絶対収束判定法
命題 3.1.8 (比較判定法). {an}n∈Nを複素数列, {bn}n∈Nを正数列 (⇔ ∀n ∈ N, bn > 0)とするとき,

0 ≤ lim sup
n→∞

|an|
bn

< ∞,

かつ
∞∑
n=0

bnが収束すれば,

∞∑
n=0

anは絶対収束する.

証明. 省略 (微分積分学 II).

命題 3.1.9 (d’Alembertの収束判定法). {an}n∈Nを複素数列とするとき,

lim sup
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1

ならば,

∞∑
n=0

anは絶対収束する.

証明. 省略 (微分積分学 II).

命題 3.1.10 (Cauchyの収束判定法). {an}n∈Nを複素数列とするとき,

lim sup
n→∞

n
√

|an| < 1

ならば,

∞∑
n=0

anは絶対収束する.

証明. 省略 (微分積分学 II).

命題 3.1.11. {an}n∈Nを複素数列とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i)

∞∑
n=0

anは Cに絶対収束する.

(ii)

∞∑
n=0

Rean,

∞∑
n=0

Imanは Rに絶対収束する.

さらに, {an}n∈Nが (i)または (ii)を満たせば,

∞∑
n=0

an =
∞∑
n=0

Rean + i
∞∑
n=0

Iman

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

29



• 級数の無条件収束
命題 3.1.12. {an}n∈Nを実数列とし, 実数列 {a±n }n∈Nを

a+n =
1

2
(|an|+ an), a−n =

1

2
(|an| − an) (n ∈ N)

によって定義する.

(1) an = a+n − a−n (n ∈ N).

(2) |an| = a+n + a−n (n ∈ N).

(3) a+n = max{an, 0}, a−n = max{0,−an} (n ∈ N).

(4) a+n ≥ 0, a−n ≥ 0 (n ∈ N).

証明. 省略 (微分積分学 II).

命題 3.1.13. {an}n∈Nを実数列とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i)
∞∑
n=0

anは絶対収束する.

(ii)

∞∑
n=0

a±n は収束する.

さらに, {an}n∈Nが (i)または (ii)を満たせば,

∞∑
n=0

an =
∞∑
n=0

a+n −
∞∑
n=0

a−n

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 II).

命題 3.1.14. {an}n∈Nを正数列とし, F = {F ⊆ N ; F は有限 }とおくと, 次の (i), (ii)は同値である.

(i)
∞∑
n=0

anは収束する.

(ii)

{∑
n∈F

an ; F ∈ F

}
は有界である.

さらに, {an}n∈Nが (i)または (ii)を満たせば,

∞∑
n=0

an = sup
F∈F

∑
n∈F

an

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 II).

30



定義 3.1.4. {an}n∈Nを複素数列とする.

(1) Nから Nへの全単射 σ : N → Nを Nの置換と言う.

(2)

∞∑
n=0

anが無条件収束するとは, Nの任意の置換 σに対して
∞∑
n=0

aσ(n)が収束することを言う.

定理 3.1.3. {an}n∈Nを複素数列とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i)

∞∑
n=0

anは絶対収束する.

(ii)
∞∑
n=0

anは無条件収束する.

さらに, {an}n∈Nが (i)または (ii)を満たせば, Nの任意の置換 σに対して
∞∑
n=0

aσ(n) =

∞∑
n=0

an

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 3.1.11, 微分積分学 II).

例.
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
の項を置換すると,

1− 1

2︸ ︷︷ ︸
+,−

+
1

3
− 1

4︸ ︷︷ ︸
+,−

+
1

5
− 1

6︸ ︷︷ ︸
+,−

+
1

7
− 1

8︸ ︷︷ ︸
+,−

+
1

9
− 1

10︸ ︷︷ ︸
+,−

+
1

11
− · · · ̸= 1 +

1

3
− 1

2︸ ︷︷ ︸
+,+,−

+
1

5
+

1

7
− 1

4︸ ︷︷ ︸
+,+,−

+
1

9
+

1

11
− 1

6︸ ︷︷ ︸
+,+,−

+ · · ·

となる.

証明. 省略 (微分積分学 II).
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3.2 整級数と複素解析関数

• 整級数
定義 3.2.1. a ∈ C, {an}n∈Nを複素数列とする.

(1)
∞∑
n=0

an(z − a)nの形の級数を aを中心とする整級数と言う.

(2)
∞∑
n=0

an(z − a)nが収束する z ∈ C全体の集合を
∞∑
n=0

an(z − a)nの収束域と言う.

定理 3.2.1. a ∈ C, {an}n∈Nを複素数列とすると, 次の (i), (ii)を満たす 0 ≤ r ≤ ∞が一意に存在する.

(i) 任意の z ∈ C, |z − a| < rに対して
∞∑
n=0

an(z − a)nは絶対収束する.

(ii) 任意の z ∈ C, |z − a| > rに対して
∞∑
n=0

an(z − a)nは収束しない.

証明. 省略 (微分積分学 II).

定義 3.2.2. a ∈ C, {an}n∈Nを複素数列とする. 定理 3.2.1の 0 ≤ r ≤ ∞を
∞∑
n=0

an(z − a)nの収束半径

と言う.

命題 3.2.1 (d’Alembertの収束判定法). a ∈ C, {an}n∈Nを複素数列とすると,

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = 1

r

を満たす 0 ≤ r ≤ ∞が
∞∑
n=0

an(z − a)nの収束半径である. ただし,
1

0
= ∞,

1

∞
= 0とする.

証明. 省略 (微分積分学 II).

命題 3.2.2 (Cauchyの収束判定法). a ∈ C, {an}n∈Nを複素数列とすると,

lim sup
n→∞

n
√
|an| =

1

r

を満たす 0 ≤ r ≤ ∞が
∞∑
n=0

an(z − a)nの収束半径である. ただし,
1

0
= ∞,

1

∞
= 0とする.

証明. 省略 (微分積分学 II).

命題 3.2.3.

∞∑
n=0

an(z − a)n,

∞∑
n=0

bn(z − a)nをそれぞれ a ∈ Cを中心とする収束半径 0 ≤ r1, r2 ≤ ∞の

整級数とする. r = min{r1, r2}とおくと,
∞∑
n=0

(an + bn)(z − a)nの収束半径は r以上であり,

∞∑
n=0

(an + bn)(z − a)n =
∞∑
n=0

an(z − a)n +
∞∑
n=0

bn(z − a)n (z ∈ C, |z − a| < r)
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が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 II).

命題 3.2.4.

∞∑
n=0

an(z − a)n,

∞∑
n=0

bn(z − a)nをそれぞれ a ∈ Cを中心とする収束半径 0 ≤ r1, r2 ≤ ∞の

整級数とする. r = min{r1, r2}とおくと,

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
(z − a)nの収束半径は r以上であり,

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
(z − a)n =

( ∞∑
n=0

an(z − a)n

)( ∞∑
n=0

bn(z − a)n

)
(z ∈ C, |z − a| < r)

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 II).

33



• 複素解析関数
定義 3.2.3. U ⊆ Cを Cの開集合, f : U → Cを U 上の無限回複素微分可能関数とする.

(1) f が a ∈ U で複素解析的であるとは,

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)nの収束半径が 0 < r ≤ ∞であり,

f(z) =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n (z ∈ U, |z − a| < r)

が成り立つことを言う. このとき,

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n

を f の aを中心とするTaylor級数と言う.

(2) f が U で複素解析的であるとは, f が任意の a ∈ U で複素解析的であることを言う.

定理 3.2.2. U ⊆ Cを Cの開集合, a ∈ U , f : U → Cを U 上の無限回複素微分可能関数とするとき,
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)nの収束半径が 0 < r ≤ ∞であり,

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n (z ∈ U, |z − a| < r)

が成り立てば, f はDr(a)で複素解析的である.

証明. 省略 (微分積分学 II).
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• 項別微積分定理
補題 3.2.1. a ∈ C, {an}n∈Nを複素数列とすると, 次の (i)–(iii)の収束半径は等しい.

(i)
∞∑
n=1

nan(z − a)n−1.

(ii)
∞∑
n=0

an(z − a)n.

(iii)

∞∑
n=0

an
n+ 1

(z − a)n+1.

証明. 省略 (微分積分学 II).

定理 3.2.3 (項別微分定理). a ∈ C, {an}n∈Nを複素数列とするとき, f(z) =
∞∑
n=0

an(z − a)nの収束半径

が 0 < r ≤ ∞ならば, f はDr(a)で複素微分可能であり,

f ′(z) =
∞∑
n=1

nan(z − a)n−1 (z ∈ C, |z − a| < r)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 3.2.4. a ∈ C, {an}n∈Nを複素数列とするとき, f(z) =
∞∑
n=0

an(z − a)nの収束半径が 0 < r ≤ ∞な

らば, f はDr(a)で無限回複素微分可能であり,

an =
f (n)(a)

n!
(n ∈ N)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 3.2.5 (項別積分定理). a ∈ C, {an}n∈Nを複素数列とするとき, f(z) =
∞∑
n=0

an(z − a)nの収束半径

が 0 < r ≤ ∞ならば, 任意の c ∈ Cに対し,

F (z) = c+
∞∑
n=0

an
n+ 1

(z − a)n+1 (z ∈ C, |z − a| < r)

によって定義される F : Dr(a) → Cは f の原始関数である. つまり,

F ′(z) = f(z) (z ∈ C, |z − a| < r)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

35



• Abelの定理
定理 3.2.6 (Abelの定理). a ∈ C, {an}n∈Nを複素数列で, 次の (i), (ii)を満たすものとする.

(i) f(z) =

∞∑
n=0

an(z − a)nの収束半径は 0 < r ≤ ∞である.

(ii)

∞∑
n=0

anr
nは収束する.

このとき, 任意のM > 1に対して SM (a) =

{
z ∈ C ; |z − a| < r,

|r − (z − a)|
r − |z − a|

≤ M

}
とおくと,

lim
SM (a)∋z→a+r

f(z) =
∞∑
n=0

anr
n

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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3.3 孤立零点と一致の定理
定義 3.3.1. A ⊆ Cを Cの部分集合, f : A → CをA上の複素関数とする.

(1) f(a) = 0を満たす a ∈ Aを f の零点と言う. また, f の零点全体の集合を
Kerf = {a ∈ A ; f(a) = 0}

と書き, Kerf を f の核 (kernel)と言う.

(2) 任意の n ∈ {0, 1, · · · , h− 1} (h ∈ N, h ≥ 1)に対して f (n)(a) = 0, f (h)(a) ̸= 0を満たす a ∈ Aを
f の h位の零点と言う.

命題 3.3.1. D ⊆ Cを Cの領域, f : D → CをD上の複素解析関数, a ∈ Kerf とする.

(1) 任意の n ∈ N, n ≥ 1に対して f (n)(a) = 0を満たせば, f = 0である.

(2) f ̸= 0ならば, f (h)(a) ̸= 0を満たす h ∈ N, h ≥ 1が存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 3.3.2. D ⊆ Cを Cの領域, f : D → CをD上の複素解析関数, a ∈ Kerf とする.

(1) f ̸= 0ならば, h ∈ N, h ≥ 1, r > 0とDr(a)上の複素解析関数 fh : Dr(a) → Cで,

f(z) = (z − a)hfh(z), fh(z) ̸= 0 (z ∈ Dr(a))

を満たすものが存在する.

(2) f ̸= 0ならば, aはKerf の孤立点である. つまり,

Dr(a) ∩ (Kerf \ {a}) = ∅

を満たす r > 0が存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 3.3.3. A ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ Cとすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) aはAの集積点である. つまり, 任意の r > 0に対して
Dr(a) ∩ (A \ {a}) ̸= ∅

である.

(ii) 任意の n ∈ Nに対して zn ̸= a, かつ lim
n→∞

zn = aとなるAの点列 {zn}n∈Nが存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 3.3.1 (一致の定理). D ⊆ CをCの領域, a ∈ D, f, g : D → CをD上の複素解析関数とするとき,

任意の n ∈ Nに対して zn ̸= a, かつ lim
n→∞

zn = aとなるDの点列 {zn}n∈Nで,

f(zn) = g(zn) (n ∈ N)

を満たすものが存在すれば, f(z) = g(z) (z ∈ D)である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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第4章 初等関数

4.1 指数関数とNapier数

• 指数関数
定義 4.1.1. 次の整級数

exp z =
∞∑
n=0

zn

n!
(z ∈ C)

によって定義される exp : C → Cを指数関数と言う.

注意 (d’Alembertの収束判定法).

∞∑
n=0

zn

n!
の収束半径は∞である.

命題 4.1.1. 　

(1) exp 0 = 1.

(2) expは Cで複素解析的であり,

(exp z)′ = exp z (z ∈ C)

が成り立つ.

(3) (加法定理) exp(z + w) = exp z expw (z, w ∈ C).

(4) exp z ̸= 0 (z ∈ C), expx > 0 (x ∈ R)であり,

exp(−z) =
1

exp z
(z ∈ C)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.1.2. C上の複素解析関数 e : C → Cが次の常微分方程式の初期値問題e′(z) = e(z) (z ∈ C),

e(0) = 1

を満たせば, e = expである.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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命題 4.1.3. exp : R → (0,∞)は Rで狭義単調増加であり, 任意の n ∈ Nに対して

lim
x→∞

expx

xn
= ∞, lim

x→∞

xn

expx
= 0

となる.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Napier数

定義 4.1.2. e =

∞∑
n=0

1

n!
をNapier数と言う.

定義 4.1.3. 　

(1) 任意の n ∈ Nに対し,

en =


1 (n = 0),

e · · · e︸ ︷︷ ︸
n 個

(n ≥ 1), e−n =
1

en

をそれぞれ eの n乗, −n乗と言う.

(2) 任意のm,n ∈ N, n ≥ 1に対し,

e
m
n = n

√
em, e−

m
n =

1

e
m
n

をそれぞれ eの m

n
乗, −

m

n
乗と言う.

命題 4.1.4. 任意の r ∈ Qに対して
exp r = er

　が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.1.5 (eの無理数乗のwell-definedness). 任意の x ∈ R \Qに対し, {rn}n∈N, {sn}n∈Nをそれぞれ
lim
n→∞

rn = x, lim
n→∞

sn = xとなる有理数列とすると,

lim
n→∞

ern = expx = lim
n→∞

esn

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

注意 (微分積分学 I). Qは Rで稠密である.

定義 4.1.4. 任意の x ∈ R \Qに対し, {rn}n∈Nを lim
n→∞

rn = xとなる有理数列とする.

ex = lim
n→∞

ern

を eの x乗と言う.

命題 4.1.6. 任意の x ∈ Rに対して
expx = ex

　が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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定義 4.1.5. 任意の z ∈ Cに対し,

ez = exp z =
∞∑
n=0

zn

n!

を eの z乗と言う.

定理 4.1.1. 任意の z ∈ Cに対して
lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
= ez

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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4.2 三角関数と円周率

• 三角関数 (正弦, 余弦)

定義 4.2.1. 次の関数 
cos z =

eiz + e−iz

2
(z ∈ C),

sin z =
eiz − e−iz

2i
(z ∈ C)

によって定義される cos : C → C, sin : C → Cをそれぞれ余弦関数, 正弦関数と言う.

命題 4.2.1. 　

(1)

cos 0 = 1,

sin 0 = 0.

(2) cos, sinは Cで複素解析的であり,(cos z)′ = − sin z (z ∈ C),

(sin z)′ = cos z (z ∈ C),
cos z =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n (z ∈ C),

sin z =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1 (z ∈ C)

が成り立つ.

(3)


lim
z→0

1− cos z

z
= 0,

lim
z→0

sin z

z
= 1.

(4)

cos(−z) = cos z (z ∈ C),

sin(−z) = − sin z (z ∈ C).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.2.2. 　

(1) (Eulerの公式) eiz = cos z + i sin z (z ∈ C).

(2) (de Moivreの公式) (cos z + i sin z)n = cosnz + i sinnz (z ∈ C, n ∈ Z).

(3) cos2 z + sin2 z = 1 (z ∈ C).

(4) (加法定理)

cos(z + w) = cos z cosw − sin z sinw (z, w ∈ C),

sin(z + w) = sin z cosw + cos z sinw (z, w ∈ C).
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証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.2.3. C上の複素解析関数 c, s : C → Cが次の常微分方程式の初期値問題c′(z) = −s(z) (z ∈ C),

c(0) = 1,

s′(z) = c(z) (z ∈ C),

s(0) = 0

を満たせば, c = cos, s = sinである.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 円周率
命題 4.2.4. 　

(1) cosx < 1− 1

2
x2 +

1

24
x4, sinx > x− 1

6
x3 (0 < x <

√
6).

(2) cosx0 = 0を満たす 0 < x0 <
√
3が一意に存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 4.2.2. 0 < x0 <
√
3は cosx0 = 0を満たすとする. π = 2x0を円周率と言う.

命題 4.2.5. 　

(1)


cos

π

2
= 0,

sin
π

2
= 1.

(2)


cos
(
z +

π

2

)
= − sin z (z ∈ C),

sin
(
z +

π

2

)
= cos z (z ∈ C).

(3)

cos(z + π) = − cos z (z ∈ C),

sin(z + π) = − sin z (z ∈ C).

(4)

cos(z + 2π) = cos z (z ∈ C),

sin(z + 2π) = sin z (z ∈ C).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.2.6. e : R → Cを
e(θ) = eiθ (θ ∈ R)

によって定義する.

(1) eは [0, 2π)から C = {z ∈ C ; |z| = 1}への全単射である.

(2) ∀θ ∈ R, (e(θ) = 1 ⇔ ∃n ∈ Z, θ = 2nπ).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 4.2.3. 任意の z ∈ C \ {0}に対し,

z = r(cos θ + i sin θ)

によって定義される (r, θ) ∈ (0,∞)× [0, 2π)を zの極座標と言い,

argz = θ

を zの偏角 (argument)と言う. z = 0に対しては, r = 0によって定義し, θは定義しない.
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注意 (命題 4.2.6). 任意の z ∈ C \ {0}に対し,

z = reiθ

を満たす (r, θ) ∈ (0,∞)× [0, 2π)が一意に存在する.

定義 4.2.4. a, b ∈ R, a < b, (x, y) = x+ iy : [a, b] → R2 = CをC上の向き付けられたC1級曲線とし,

C = {x(t) + iy(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく.

l(C) =

∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2dt

を C の長さと言う.

注意 (微分積分学 II). C上の向き付けられた C1級曲線の長さは, パラメータの選択に依存しない.

定理 4.2.1 (弧度法). 任意の r > 0, θ ∈ Rに対して

A(r, θ) =

{reit ; 0 ≤ t ≤ θ} (θ ≥ 0),

{reit ; θ ≤ t ≤ 0} (θ < 0)

とおくと,

l(A(r, θ)) = r|θ|

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 4.2.2 (三角比). 任意の (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}に対し,

(x, y) = (r cos θ, r sin θ)

を満たす (r, θ) ∈ (0,∞)× [0, 2π)が一意に存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 三角関数 (正接)

命題 4.2.7. 　

(1) ∀z ∈ C, (sin z = 0 ⇔ ∃n ∈ Z, z = nπ).

(2) ∀z ∈ C,
(
cos z = 0 ⇔ ∃n ∈ Z, z =

(
n+

1

2

)
π

)
.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 4.2.5. 次の関数
tan z =

sin z

cos z

(
z ∈ C \

(
Z+

1

2

)
π

)
によって定義される tan : C \

(
Z+

1

2

)
π → Cを正接関数と言う.

命題 4.2.8. 　

(1) tanは C \
(
Z+

1

2

)
πで正則であり,

(tan z)′ =
1

cos2 z

(
z ∈ C \

(
Z+

1

2

)
π

)
が成り立つ.

(2) tan(−z) = − tan z

(
z ∈ C \

(
Z+

1

2

)
π

)
.

(3) tan : R \
(
Z+

1

2

)
π → Rは

(
−π

2
,
π

2

)
で狭義単調増加であり,

lim
x→−π

2
+0

tanx = −∞, lim
x→π

2
−0

tanx = ∞

となる.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.2.9. 　

(1) 1 + tan2 z =
1

cos2 z

(
z ∈ C \

(
Z+

1

2

)
π

)
.

(2) tan(z + π) = tan z

(
z ∈ C \

(
Z+

1

2

)
π

)
.

(3) (加法定理) tan(z + w) =
tan z + tanw

1− tan z tanw

(
z, w ∈ C, z, w, z + w /∈

(
Z+

1

2

)
π

)
.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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4.3 対数関数, 冪関数, 逆三角関数

• 逆関数の基本性質
命題 4.3.1 (逆の正則性). U ⊆ CをCの開集合, a ∈ U , f : U → Cを U 上の同相写像とするとき, f が
aで複素微分可能であり, かつ f ′(a) ̸= 0ならば, f−1は f(a)で複素微分可能であり,

(f−1)′(f(a)) =
1

f ′(a)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.3.2. I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の連続関数とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) f は I で狭義単調である.

(ii) f は I から Rへの単射である.

証明. 省略 (微分積分学 I).
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• 対数関数
命題 4.3.3. exp : R → (0,∞)は Rで狭義単調増加であり,

exp(R) = (0,∞)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 4.3.1. exp : R → (0,∞)の逆関数 log : (0,∞) → Rを対数関数と言う. つまり, 任意の x > 0に
対し,

exp y = x

を満たす y ∈ Rを y = log xと書き, log xを xの対数と言う.

命題 4.3.4. 　

(1) exp(log x) = x (x > 0).

(2) log(exp y) = y (y ∈ R).

(3) log 1 = 0.

(4) log e = 1.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.3.5. 　

(1) (加法定理) log(x1x2) = log x1 + log x2 (x1, x2 > 0).

(2) log
1

x
= − log x (x > 0).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 4.3.1. 　

(1) logは (0,∞)で微分可能であり,

(log x)′ =
1

x
(x > 0)

が成り立つ.

(2) 任意の x > 0に対して
log x =

∫ x

1

dt

t

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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命題 4.3.6. log : (0,∞) → Rは Rで狭義単調増加であり,

lim
x→∞

log x = ∞, lim
x→+0

log x = −∞

となる.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 4.3.2. exp : R× (−π, π) → C \ (−∞, 0]の逆関数 log : C \ (−∞, 0] → R× (−π, π)を対数関数と
言う. つまり, 任意の z ∈ C \ (−∞, 0]に対し,

expw = z

を満たす w ∈ R× (−π, π)を w = log zと書き, log zを zの対数と言う.

命題 4.3.7. 　

(1) exp(log z) = z (z ∈ C \ (−∞, 0]).

(2) log(expw) = w (w ∈ R× (−π, π)).

(3) (加法定理) log(reiθ) = log r + iθ ((r, θ) ∈ (0,∞)× (−π, π)).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

注意 (命題 4.2.6). 任意の z ∈ C \ (−∞, 0]に対し,

z = reiθ

を満たす (r, θ) ∈ (0,∞)× (−π, π)が一意に存在する.

命題 4.3.8. 　

(1) logは C \ (−∞, 0]で正則であり,

(log z)′ =
1

z
(z ∈ C \ (−∞, 0])

が成り立つ.

(2) log(1 + ∗)はD1(0)で複素解析的であり,

log(1 + z) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
zn (z ∈ C, |z| < 1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 冪関数
定義 4.3.3. a > 0とする. 任意の z ∈ Cに対し,

az = exp(z log a)

を aの z乗と言う.

命題 4.3.9. a > 0とする.

(1) (加法定理) azaw = az+w (z, w ∈ C).

(2) az ̸= 0 (z ∈ C), ax > 0 (x ∈ R)であり,

a−z =
1

az
(z ∈ C)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.3.10. a, b > 0とする.

(1) log(ax) = x log a (x ∈ R).

(2) (ax)y = (ay)x = axy (x, y ∈ R).

(3) (ab)x = axbx (x ∈ R).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.3.11. a > 0とする.

(1) 任意の n ∈ Nに対して

an =


1 (n = 0),

a · · · a︸ ︷︷ ︸
n 個

(n ≥ 1), a−n =
1

an

が成り立つ.

(2) 任意のm,n ∈ N, n ≥ 1に対して

a
m
n = n

√
am, a−

m
n =

1

a
m
n

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.3.12. a > 0とする. 任意の x ∈ R \Qに対し, {rn}n∈Nを lim
n→∞

rn = xとなる有理数列とすると,

ax = lim
n→∞

arn

が成り立つ.
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証明. 省略 (講義の自筆ノート).

注意 (微分積分学 I). Qは Rで稠密である.

注意 (aの無理数乗の well-definedness). a > 0とする. 任意の x ∈ R \Qに対し, {rn}n∈N, {sn}n∈Nを
それぞれ lim

n→∞
rn = x, lim

n→∞
sn = xとなる有理数列とすると,

lim
n→∞

arn = ax = lim
n→∞

asn

が成り立つ.

定義 4.3.4. γ ∈ Cとする. 次の関数

xγ = exp(γ log x) (x > 0)

によって定義される ∗γ : (0,∞) → Cを冪関数と言う.

命題 4.3.13. γ ∈ Cとすると, ∗γ は (0,∞)で微分可能であり,

(xγ)′ = γxγ−1 (x > 0)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 4.3.5. a ∈ C \ (−∞, 0]とする. 次の関数

az = exp(z log a) (z ∈ C)

によって定義される a∗ : C → Cを冪関数と言う.

命題 4.3.14. a ∈ C \ (−∞, 0]とすると, a∗は Cで正則であり,

(az)′ = (log a)az (z ∈ C)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 4.3.6. 任意の γ ∈ C, n ∈ Nに対し,

(
γ

n

)
=


1 (n = 0),

γ(γ − 1) · · · (γ − n+ 1)

n!
(n ≥ 1)

を二項係数と言う.

命題 4.3.15. 任意の γ ∈ C, n ∈ Nに対して

n

(
γ

n

)
+ (n+ 1)

(
γ

n+ 1

)
= γ

(
γ

n

)
が成り立つ.
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証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 4.3.2 (二項定理). γ ∈ Cとすると, (1 + ∗)γ はD1(0)で複素解析的であり,

(1 + z)γ =
∞∑
n=0

(
γ

n

)
zn (z ∈ C, |z| < 1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 逆三角関数
命題 4.3.16. sinは

[
−π

2
,
π

2

]
で狭義単調増加であり,

sin
([

−π

2
,
π

2

])
= [−1, 1]

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 4.3.7. sin :
[
−π

2
,
π

2

]
→ [−1, 1]の逆関数 arcsin : [−1, 1] →

[
−π

2
,
π

2

]
を逆正弦関数と言う. つま

り, 任意の−1 ≤ x ≤ 1に対し,

sin y = x

を満たす−π

2
≤ y ≤ π

2
を y = arcsinxと書き, arcsinxを xの逆正弦と言う.

命題 4.3.17. cosは [0, π]で狭義単調減少であり,

cos([0, π]) = [−1, 1]

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 4.3.16).

定義 4.3.8. cos : [0, π] → [−1, 1]の逆関数 arccos : [−1, 1] → [0, π]を逆余弦関数と言う. つまり, 任意
の−1 ≤ x ≤ 1に対し,

cos y = x

を満たす 0 ≤ y ≤ πを y = arccosxと書き, arccosxを xの逆余弦と言う.

命題 4.3.18. 　

(1) arcsinは (−1, 1)で微分可能であり,

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
(−1 < x < 1)

が成り立つ.

(2) arccosは (−1, 1)で微分可能であり,

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

(−1 < x < 1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.3.19. tanは
(
−π

2
,
π

2

)
で狭義単調増加であり,

tan
((

−π

2
,
π

2

))
= R

が成り立つ.
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証明. 省略 (命題 4.3.3).

定義 4.3.9. tan :
(
−π

2
,
π

2

)
→ Rの逆関数 arctan : R →

(
−π

2
,
π

2

)
を逆正接関数と言う. つまり, 任意

の x ∈ Rに対し,

tan y = x

を満たす−π

2
< y <

π

2
を y = arctanxと書き, arctanxを xの逆正接と言う.

命題 4.3.20. 　

(1) arctanは Rで微分可能であり,

(arctanx)′ =
1

1 + x2
(x ∈ R)

が成り立つ.

(2) arctanは (−1, 1)で実解析的であり,

arctanx =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 (−1 < x < 1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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第5章 複素線積分と正則関数

5.1 複素線積分とその基本性質

• C1級パラメータ曲線
定義 5.1.1. a, b ∈ R, a < b, (x, y) : [a, b] → R2を [a, b]上の C1級関数とする.

(1) z = x+ iy : [a, b] → Cを C上の向き付けられたC1級パラメータ曲線と言う.

(2) C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}を zの跡と言う.

定義 5.1.2. k ∈ {0, 1}, ak, bk ∈ R, ak < bk, zk = xk + iyk : [ak, bk] → Cを C上の向き付けられた C1

級パラメータ曲線とする. z0が z1に向きを込めてC1級同値であるとは, 次の (i), (ii)を満たす [a0, b0]

上の C1級関数 φ : [a0, b0] → [a1, b1]が存在することを言う.

(i) φ(a0) = a1, φ(b0) = b1, φ
′(t) > 0 (a0 ≤ t ≤ b0).

(ii) x0(t) = (x1 ◦ φ)(t), y0(t) = (y1 ◦ φ)(t) (a0 ≤ t ≤ b0).

このとき, z0 ∼ z1と書く.

命題 5.1.1. ∼は C上の向き付けられた C1級パラメータ曲線の同値関係である. つまり, 次の (i)–(iii)

を満たす.

(i) (反射律) z ∼ z.

(ii) (対称律) z0 ∼ z1 ⇒ z1 ∼ z0.

(iii) (推移律) z0 ∼ z1, z1 ∼ z2 ⇒ z0 ∼ z2.

証明. 省略 (微分積分学 II).

定義 5.1.3. a, b ∈ R, a < b, z : [a, b] → Cを C上の向き付けられた C1級パラメータ曲線とする.

(1) [z] = {ζ ; z ∼ ζ}を C上の向き付けられたC1級曲線と言う.

(2) C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}を [z]の跡と言う.
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• C1級パラメータ曲線の長さ
命題 5.1.2 (曲線の長さのwell-definedness). a, b ∈ R, a < b, z = x+ iy : [a, b] → CをC上の向き付け
られた C1級パラメータ曲線とすると, 任意の ζ ∈ [z], c, d ∈ R, c < d, ζ = ξ + iη : [c, d] → Cに対して∫ b

a
|z′(t)|dt =

∫ d

c
|ζ ′(u)|du

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 II).

定義 5.1.4. a, b ∈ R, a < b, z = x + iy : [a, b] → Cを C上の向き付けられた C1級パラメータ曲線と
し, C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく.

l(C) =

∫ b

a
|z′(t)|dt

を C の長さと言う.

注意 (命題 5.1.2). C上の向き付けられた C1級曲線の長さは, パラメータの選択に依存しない.
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• 逆向き曲線, 閉曲線
定義 5.1.5. a, b ∈ R, a < b, z : [a, b] → Cを C上の向き付けられた C1級パラメータ曲線とする.

(1)

ẑ(t) = z(−t) (−b ≤ t ≤ −a)

によって定義される ẑ : [−b,−a] → Cを zの逆向きパラメータ曲線と言い, [ẑ]を [z]の逆向き曲線
と言う.

(2) C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおくとき, −C = {ẑ(t) ; −b ≤ t ≤ −a}を [ẑ]の跡と言う.

定義 5.1.6. a, b ∈ R, a < b, z : [a, b] → Cを C上の向き付けられた C1級パラメータ曲線とする.

(1) z(a) = z(b)のとき, [z]を C上の向き付けられたC1級閉曲線と言う.

(2) z(a) = z(b), かつ z : [a, b] → Cが [a, b)から Cへの単射のとき, [z]を C上の向き付けられたC1

級単純閉曲線と言う.
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• チェイン, サイクル
定義 5.1.7. n ∈ N, n ≥ 1, C1, · · · , Cn ⊆ CをC上の向き付けられたC1級曲線の跡とする. 形式的な和

C1 + · · ·+ Cn

を C上の向き付けられたC1級チェインの跡と言う. また, 二つのチェインが等しいとは, 次の (i)–(iii)

を有限回施すことによって一方から他方へ移ることを言う.

(i) 曲線の順序を入れ換える.

(ii) 1曲線を 2曲線に分割する. 逆に, 一方の終点と他方の始点が一致する 2曲線を 1曲線に結合する.

(iii) 向きが互いに逆の 2曲線を付け加える. 逆に, 向きが互いに逆の 2曲線を取り除く.

定義 5.1.8. n ∈ N, n ≥ 1, C1, · · · , Cn ⊆ Cを C上の向き付けられた C1級閉曲線の跡とする. 形式的
な和

C1 + · · ·+ Cn

を C上の向き付けられたC1級サイクルの跡と言う.
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• 線積分 I

命題 5.1.3 (線積分の well-definedness). a, b ∈ R, a < b, x : [a, b] → R2を R2上の向き付けられた C1

級パラメータ曲線とし, C = {x(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく. f : C → Rを C 上の連続スカラー場とすると,

任意の ξ ∈ [x], c, d ∈ R, c < d, ξ : [c, d] → R2に対して∫ b

a
f(x(t))|x′(t)|dt =

∫ d

c
f(ξ(u))|ξ′(u)|du

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 III).

定義 5.1.9. a, b ∈ R, a < b, x : [a, b] → R2 を R2 上の向き付けられた C1 級パラメータ曲線とし,

C = {x(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく. f : C → Rを C 上の連続スカラー場とするとき,∫
C
f(x)dσ =

∫ b

a
f(x(t))|x′(t)|dt

を f の C での線積分と言う.

注意 (命題 5.1.3). R2上の向き付けられた C1級曲線での線積分は, パラメータの選択に依存しない.
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• 線積分 II

命題 5.1.4 (線積分の well-definedness). a, b ∈ R, a < b, x : [a, b] → R2を R2上の向き付けられた C1

級パラメータ曲線とし, C = {x(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく. f : C → R2をC上の連続ベクトル場とすると,

任意の ξ ∈ [x], c, d ∈ R, c < d, ξ : [c, d] → R2に対して∫ b

a
f(x(t)) · x′(t)dt =

∫ d

c
f(ξ(u)) · ξ′(u)du

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 III).

定義 5.1.10. a, b ∈ R, a < b, x : [a, b] → R2 を R2 上の向き付けられた C1 級パラメータ曲線とし,

C = {x(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく. f : C → R2を C 上の連続ベクトル場とするとき,∫
C
f(x) · dx

(
=

∫
C
f(x1, x2) · (dx1, dx2)

)
=

∫ b

a
f(x(t)) · x′(t)dt

を f の C での線積分と言う.

注意 (命題 5.1.4). R2上の向き付けられた C1級曲線での線積分は, パラメータの選択に依存しない.
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• 線積分 III

命題 5.1.5 (線積分の well-definedness). a, b ∈ R, a < b, x : [a, b] → R2を R2上の向き付けられた C1

級パラメータ曲線とし, C = {x(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく. f : C → Rを C 上の連続スカラー場とすると,

任意の ξ ∈ [x], c, d ∈ R, c < d, ξ : [c, d] → R2に対して∫ b

a
f(x(t))x′i(t)dt =

∫ d

c
f(ξ(u))ξ′i(u)du (i ∈ {1, 2})

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 III).

定義 5.1.11. a, b ∈ R, a < b, x : [a, b] → R2 を R2 上の向き付けられた C1 級パラメータ曲線とし,

C = {x(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく. f : C → Rを C 上の連続スカラー場とするとき,∫
C
f(x)dxi =

∫ b

a
f(x(t))x′i(t)dt (i ∈ {1, 2})

を f の C での線積分と言う.

注意 (命題 5.1.5). R2上の向き付けられた C1級曲線での線積分は, パラメータの選択に依存しない.
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• 定積分
定義 5.1.12. a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Cを [a, b]上の複素連続関数とし,

u(t) = Ref(t), v(t) = Imf(t) (a ≤ t ≤ b)

とおく. ∫ b

a
f(t)dt =

∫ b

a
u(t)dt+ i

∫ b

a
v(t)dt

を f の [a, b]での積分と言う.

注意. 複素関数の積分に対しても, 積分の基本性質が成り立つ.

命題 5.1.6 (微分積分学の基本定理). I ⊆ Rを Rの有界閉区間, f : I → Cを I 上の複素関数とする.

(1) (原始関数) f が I で C1級ならば, 任意の a, b ∈ I, a ̸= bに対して∫ b

a
f ′(t)dt = f(b)− f(a)

が成り立つ.

(2) (不定積分) f が I で連続ならば, 任意の a ∈ I に対し,

F (t) =

∫ t

a
f(s)ds (t ∈ I)

によって定義される F : I → Cは I で C1級であり, F ′ = f が成り立つ.

証明. 省略 (演習問題).
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• 複素線積分 I

命題 5.1.7 (複素線積分のwell-definedness). a, b ∈ R, a < b, z = x+ iy : [a, b] → CをC上の向き付け
られたC1級パラメータ曲線とし, C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく. f : C → CをC上の複素連続関数と
すると, 任意の ζ ∈ [z], c, d ∈ R, c < d, ζ = ξ + iη : [c, d] → Cに対して∫ b

a
f(z(t))|z′(t)|dt =

∫ d

c
f(ζ(u))|ζ ′(u)|du

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 5.1.3).

注意. a, b ∈ R, a < b, z = x + iy : [a, b] → Cを C上の向き付けられた C1 級パラメータ曲線とし,

C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく. f : C → Cを C 上の複素連続関数とし,

u(x, y) = Ref(z), v(x, y) = Imf(z) (z = x+ iy ∈ C)

とおくと, ∫
C
f(z)|dz| =

∫
C
u(x, y)dσ + i

∫
C
v(x, y)dσ

が成り立つ.

定義 5.1.13. a, b ∈ R, a < b, z = x+ iy : [a, b] → Cを C上の向き付けられた C1級パラメータ曲線と
し, C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく. f : C → Cを C 上の複素連続関数とするとき,∫

C
f(z)|dz| =

∫ b

a
f(z(t))|z′(t)|dt

を f の C での複素線積分と言う.

注意 (命題 5.1.7). C上の向き付けられたC1級曲線での複素線積分は, パラメータの選択に依存しない.

定義 5.1.14. n ∈ N, n ≥ 1, C = C1+ · · ·+Cn ⊆ CをC上の向き付けられたC1級チェイン, f : C → C
を C 上の複素連続関数とする.∫

C
f(z)|dz| =

∫
C1

f(z)|dz|+ · · ·+
∫
Cn

f(z)|dz|

を f の C での複素線積分と言う.

注意 (命題 5.1.7). C上の向き付けられたC1級チェインでの複素線積分は, パラメータの選択に依存し
ない.
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• 複素線積分 II

命題 5.1.8 (複素線積分のwell-definedness). a, b ∈ R, a < b, z = x+ iy : [a, b] → CをC上の向き付け
られたC1級パラメータ曲線とし, C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく. f : C → CをC上の複素連続関数と
すると, 任意の ζ ∈ [z], c, d ∈ R, c < d, ζ = ξ + iη : [c, d] → Cに対して∫ b

a
f(z(t))z′(t)dt =

∫ d

c
f(ζ(u))ζ ′(u)du

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 5.1.4).

注意. a, b ∈ R, a < b, z = x + iy : [a, b] → Cを C上の向き付けられた C1 級パラメータ曲線とし,

C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく. f : C → Cを C 上の複素連続関数とし,

u(x, y) = Ref(z), v(x, y) = Imf(z) (z = x+ iy ∈ C)

とおくと, ∫
C
f(z)dz =

∫
C
(u(x, y),−v(x, y)) · (dx, dy) + i

∫
C
(v(x, y), u(x, y)) · (dx, dy)

が成り立つ.

定義 5.1.15. a, b ∈ R, a < b, z = x+ iy : [a, b] → Cを C上の向き付けられた C1級パラメータ曲線と
し, C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく. f : C → Cを C 上の複素連続関数とするとき,∫

C
f(z)dz =

∫ b

a
f(z(t))z′(t)dt

を f の C での複素線積分と言う.

注意 (命題 5.1.8). C上の向き付けられたC1級曲線での複素線積分は, パラメータの選択に依存しない.

例. a ∈ C, r > 0とし, C = {a+ reit ; 0 ≤ t ≤ 2π}とおくと, 任意の n ∈ Zに対して∫
C
(z − a)ndz =

2πi (n = −1),

0 (n ̸= −1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 5.1.16. n ∈ N, n ≥ 1, C = C1+ · · ·+Cn ⊆ CをC上の向き付けられたC1級チェイン, f : C → C
を C 上の複素連続関数とする.∫

C
f(z)dz =

∫
C1

f(z)dz + · · ·+
∫
Cn

f(z)dz

を f の C での複素線積分と言う.

注意 (命題 5.1.8). C上の向き付けられたC1級チェインでの複素線積分は, パラメータの選択に依存し
ない.
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• 複素線積分の基本性質
命題 5.1.9. a, b ∈ R, a < b, z = x + iy : [a, b] → Cを C上の向き付けられた C1級パラメータ曲線と
し, C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく.

(1) f, g : C → Cを C 上の複素連続関数とすると,∫
C
(f(z) + g(z))dz =

∫
C
f(z)dz +

∫
C
g(z)dz

が成り立つ.

(2) f : C → Cを C 上の複素連続関数, c ∈ Cとすると,∫
C
(cf(z))dz = c

∫
C
f(z)dz

が成り立つ.

(3) f : C → Cを C 上の複素連続関数とすると,∫
−C

f(z)dz = −
∫
C
f(z)dz

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 III).

命題 5.1.10. a, b ∈ R, a < b, z = x+ iy : [a, b] → Cを C上の向き付けられた C1級パラメータ曲線と
し, C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく.

(1) (複素線積分の三角不等式) f : C → Cを C 上の複素連続関数とすると,∣∣∣∣∫
C
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C
|f(z)||dz|

が成り立つ.

(2) (項別複素線積分定理) {fn}n∈NをC上の複素連続関数列とするとき, {fn}n∈NがC上の複素関数
f : C → Cに C で一様収束すれば, つまり,

lim
n→∞

sup
z∈C

|fn(z)− f(z)| = 0

となれば, f は C で連続であり, ∫
C
f(z)dz = lim

n→∞

∫
C
fn(z)dz

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

65



5.2 閉曲線の回転数・ホモロジー

• 閉曲線の回転数
命題 5.2.1. C ⊆ Cを C上の向き付けられた区分的 C1級閉曲線とすると, 任意の z ∈ C \ C に対し,∫

C

1

ζ − z
dζ = 2nπi

を満たす n ∈ Zが存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 5.2.1. C ⊆ Cを C上の向き付けられた区分的 C1級閉曲線とする. 任意の z ∈ C \ C に対し,

n(C, z) =
1

2πi

∫
C

1

ζ − z
dζ

を C の zでの回転数と言う.

例. a ∈ C, r > 0とし, C = {a+ reit ; 0 ≤ t ≤ 2π}とおくと, 任意の z ∈ C \ C に対して

n(C, z) =

1 (z ∈ Dr(a)),

0 (z ∈ Dr(a)
e)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 5.2.2. n ∈ N, n ≥ 1, C = C1 + · · ·+Cn ⊆ CをC上の向き付けられた区分的C1級サイクルとす
る. 任意の z ∈ C \ C に対し,

n(C, z) = n(C1, z) + · · ·+ n(Cn, z)

を C の zでの回転数と言う.
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• 閉曲線の回転数の基本性質
命題 5.2.2. C ⊆ Cを C上の向き付けられた区分的 C1級閉曲線とする.

(1) n(−C, z) = −n(C, z) (z ∈ C \ C).

(2) α, β ∈ C, α ̸= 0とし, φ : C → Cを

φ(z) = αz + β (z ∈ C)

によって定義すると,

n(φ(C), φ(z)) = n(C, z) (z ∈ C \ C)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

補題 5.2.1. C ⊆ CをC上の向き付けられた区分的C1級サイクルとし, D = C \Cとおく. f : C → C
を C 上の複素連続関数とし, φ : D → Cを

φ(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ (z ∈ D)

によって定義すると, φはDの各連結成分で複素解析的であり, 任意の n ∈ Nに対して

φ(n)(z)

n!
=

1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ (z ∈ D)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.2.1. C ⊆ Cを C上の向き付けられた区分的 C1級サイクルとし, D = C \ C とおく.

(1) n(C, ∗) : D → ZはDの各連結成分で定数である.

(2) n(C, ∗) : D → ZはDの非有界連結成分で n(C, ∗) = 0である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 閉曲線のホモロジー
定義 5.2.3. D ⊆ CをCの領域, C0, C1 ⊆ DをD上の向き付けられた区分的C1級サイクルとする. C0

が C1にDでホモロジー同値またはホモローグであるとは,

n(C0, z) = n(C1, z) (z ∈ C \D)

が成り立つことを言う. このとき, C0 ∼ C1 (mod D)と書く.

命題 5.2.3. D ⊆ CをCの領域とすると, ∼はD上の向き付けられた区分的C1級サイクルの同値関係
である. つまり, 次の (i)–(iii)を満たす.

(i) (反射律) C ∼ C (mod D).

(ii) (対称律) C0 ∼ C1 (mod D) ⇒ C1 ∼ C0 (mod D).

(iii) (推移律) C0 ∼ C1, C1 ∼ C2 (mod D) ⇒ C0 ∼ C2 (mod D).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 5.2.4. D ⊆ Cを Cの領域とする.

(1) C ⊆ DをD上の向き付けられた区分的 C1級サイクルとする. C が 0にDでホモロジー同値ま
たはホモローグであるとは,

n(C, z) = 0 (z ∈ C \D)

が成り立つことを言う. このとき, C ∼ 0 (mod D)と書く.

(2) Dが Cのホモローグな単連結領域であるとは, D上の任意の向き付けられた区分的 C1級閉曲線
が 0にDでホモロジー同値であることを言う.
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5.3 Cauchyの積分定理・積分公式

• スカラー・ポテンシャルと原始関数
補題 5.3.1. D ⊆ R2をR2の領域, f : D → R2をD上の連続ベクトル場とすると, 次の (i)–(iii)は互い
に同値である.

(i) (スカラー・ポテンシャル) gradφ = f を満たすD上の C1級スカラー場 φ : D → Rが存在する.

(ii) D上のあるスカラー場 φ : D → Rが存在し, 任意の α, β ∈ Dと, αと βを結ぶD上の任意の向
き付けられた区分的 C1級曲線 C ⊆ Dに対して∫

C
f(x, y) · (dx, dy) = φ(β)− φ(α)

が成り立つ.

(iii) D上の任意の向き付けられた区分的 C1級閉曲線 C ⊆ Dに対して∫
C
f(x, y) · (dx, dy) = 0

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 III).

定理 5.3.1. D ⊆ Cを Cの領域, f : D → CをD上の複素連続関数とすると, 次の (i)–(iii)は互いに同
値である.

(i) (原始関数) φ′ = f を満たすD上の正則関数 φ : D → Cが存在する.

(ii) D上のある複素関数 φ : D → Cが存在し, 任意の α, β ∈ Dと, αと βを結ぶD上の任意の向き
付けられた区分的 C1級曲線 C ⊆ Dに対して∫

C
f(z)dz = φ(β)− φ(α)

が成り立つ.

(iii) D上の任意の向き付けられた区分的 C1級閉曲線 C ⊆ Dに対して∫
C
f(z)dz = 0

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Cauchyの積分定理・積分公式 I

定義 5.3.1. A ⊆ Cを Cの部分集合, f : A → CをA上の複素関数とする. f がAで複素微分可能また
は正則であるとは, 次の (i), (ii)を満たす Cの開集合 U ⊆ Cと U 上の正則関数 f̃ : U → Cが存在する
ことを言う.

(i) U ⊇ A.

(ii) f̃(z) = f(z) (z ∈ A).

定義 5.3.2. a, b, c, d ∈ R, a < b, c < dとし, C1 = {x + ic ; a ≤ x ≤ b}, C2 = {b + iy ; c ≤ y ≤ d},
C3 = {x+ id ; a ≤ x ≤ b}, C4 = {a+ iy ; c ≤ y ≤ d}とおく.

(1) R = {x+ iy ; a < x < b, c < y < d}を Cの開長方形と言う.

(2) ∂R = C1 + C2 − C3 − C4をRの正の向きの境界と言う.

(3) R(= R ∪ ∂R)を Cの閉長方形と言う.

定理 5.3.2 (Cauchyの積分定理 I). R ⊆ Cを Cの開長方形, f : R → CをR上の正則関数とすると,∫
∂R

f(z)dz = 0

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.3.3. R ⊆ Cを Cの開長方形, ζ ∈ R, f : R \ {ζ} → CをR \ {ζ}上の正則関数とするとき,

lim
z→ζ

(z − ζ)f(z) = 0

となれば, ∫
∂R

f(z)dz = 0

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.3.4 (Cauchyの積分公式 I). R ⊆ Cを Cの開長方形, f : R → CをR上の正則関数とすると,

n(∂R, z)f(z) =
1

2πi

∫
∂R

f(ζ)

ζ − z
dζ (z ∈ R)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Cauchyの積分定理・積分公式 II

定理 5.3.5 (Cauchyの積分定理 II). a ∈ C, r > 0, f : Dr(a) → Cを Dr(a)上の正則関数とすると,

Dr(a)上の任意の向き付けられた区分的 C1級閉曲線 C ⊆ Dr(a)に対して∫
C
f(z)dz = 0

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.3.6. a ∈ C, r > 0, f : Dr(a) → CをDr(a)上の正則関数とするとき,

lim
z→ζ

(z − ζ)f(z) = 0

となれば, Dr(a)上の任意の向き付けられた区分的 C1級閉曲線 C ⊆ Dr(a)に対して∫
C
f(z)dz = 0

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.3.7 (Cauchyの積分公式 II). a ∈ C, r > 0, f : Dr(a) → Cを Dr(a)上の正則関数とすると,

Dr(a)上の任意の向き付けられた区分的 C1級閉曲線 C ⊆ Dr(a)に対して

n(C, z)f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ (z ∈ Dr(a) \ C)

が成り立つ.

証明. 省略 (定理 5.3.4).
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• Cauchyの積分定理・積分公式 III

定理 5.3.8 (Riemannの除去可能定理). D ⊆ Cを Cの領域, a ∈ D, f : D \ {a} → CをD \ {a}上の
正則関数とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) D上の正則関数 f̃ : D → Cで, f̃(z) = f(z) (z ∈ D \ {a})を満たすものが一意に存在する.

(ii) lim
z→a

(z − a)f(z) = 0.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.3.9 (Cauchyの積分定理 III). D ⊆ CをCの領域, f : D → CをD上の正則関数とするとき, D

上の任意の向き付けられた区分的 C1級サイクル C ⊆ Dに対し, C ∼ 0 (mod D)ならば,∫
C
f(z)dz = 0

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.3.10 (Cauchyの積分公式 III). D ⊆ Cを Cの領域, f : D → CをD上の正則関数とするとき,

D上の任意の向き付けられた区分的 C1級サイクル C ⊆ Dに対し, C ∼ 0 (mod D)ならば,

n(C, z)f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ (z ∈ D \ C)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

72



• 積分路の変形
命題 5.3.1 (積分路の変形 I). D ⊆ Cを Cの領域, f : D → Cを D 上の正則関数とするとき, D 上
の任意の向き付けられた区分的 C1 級曲線 C0, C1 ⊆ D で, 双方の始点と終点が一致するものに対し,

C0 − C1 ∼ 0 (mod D)ならば, ∫
C0

f(z)dz =

∫
C1

f(z)dz

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.3.2 (積分路の変形 II). D ⊆ Cを Cの領域, f : D → CをD上の正則関数とするとき, D上の
任意の向き付けられた区分的 C1級閉曲線 C0, C1 ⊆ Dに対し, C0 ∼ C1 (mod D)ならば,∫

C0

f(z)dz =

∫
C1

f(z)dz

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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5.4 正則関数の複素解析性・調和性

• 正則関数の複素解析性
定理 5.4.1 (正則関数の複素解析性). U ⊆ Cを Cの開集合, f : U → Cを U 上の複素関数とするとき,

f が U で正則ならば, f は U で複素解析的である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.4.2 (Cauchyの積分公式). D ⊆ CをCの領域, f : D → CをD上の複素解析関数とするとき, D

上の任意の向き付けられた区分的C1級サイクルC ⊆ Dに対し, C ∼ 0 (mod D)ならば, 任意の n ∈ N
に対して

n(C, z)
f (n)(z)

n!
=

1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ (z ∈ D \ C)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.4.3. D ⊆ Cを Cの領域, f : D → CをD上の複素連続関数とし,

u(x, y) = Ref(z), v(x, y) = Imf(z) (z = x+ iy ∈ D)

とおくと, 次の (i)–(vi)は互いに同値である.

(i) f はDで正則である.

(ii) (Cauchy-Riemann方程式) u, vはDで全微分可能であり,

∂u

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x, y),

∂v

∂x
(x, y) = −∂u

∂y
(x, y) ((x, y) ∈ D)

を満たす.

(iii) (原始関数) Dの任意のホモローグな単連結部分領域D′ ⊆ Dに対し, φ′ = f を満たすD′上の正
則関数 φ : D′ → Cが存在する.

(iv) Dの任意のホモローグな単連結部分領域D′ ⊆ Dと, D′上の任意の向き付けられた区分的 C1級
閉曲線 C ⊆ D′に対して ∫

C
f(z)dz = 0

が成り立つ.

(v) Dの任意のホモローグな単連結部分領域D′ ⊆ Dと, D′上の任意の向き付けられた区分的 C1級
閉曲線 C ⊆ D′に対して

n(C, z)f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ (z ∈ D′ \ C)

が成り立つ.

(vi) f はDで複素解析的である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 正則関数の調和性
定理 5.4.4 (平均値の定理). U ⊆ Cを Cの開集合, f : U → Cを U 上の正則関数とすると, Dr(z) ⊆ U

を満たす任意の z ∈ U , r > 0に対して

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0
f(z + reit)dt

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.4.5 (強最大値原理). D ⊆ CをCの領域, f : D → CをD上の正則関数とするとき, |f |がDの
ある点で最大ならば, f はDで定数である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.4.6 (弱最大値原理). D ⊆ CをCの有界領域, f : D → CをD上の正則関数とするとき, f がD

で連続ならば, |f |は ∂Dのある点で最大である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.4.7 (Liouvilleの定理). f : C → Cを C上の正則関数とするとき, f が Cで有界ならば, f は C
で定数である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.4.8 (代数学の基本定理). n ∈ N, ak ∈ C (k ∈ {0, 1, · · · , n}), an ̸= 0とし, 多項式 p : C → Cを

p(z) = anz
n + · · ·+ a1z + a0 (z ∈ C)

によって定義するとき, 位数だけ重複させると, n個の pの Cでの零点が存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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