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第1章 複素数体と複素平面

1.1 複素数体上のノルム

• 複素数体
1 次の複素数の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.

(1) (1 + 2i)3.

(2) (1 + i)n + (1− i)n (n ∈ N).

2 次の複素数の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.

(1)
5

−3 + 4i
.

(2)

(
2 + i

3− 2i

)2

.

3 z = x+ iy ((x, y) ∈ R2)とするとき, 次の複素数の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.

(1) z3.

(2) z4.

4 z = x+ iy ((x, y) ∈ R2)とするとき, 次の複素数の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.

(1)
1

z2
.

(2)
z − a

z + a
(a ∈ R).

5 C =

{(
x1 −x2

x2 x1

)
; x1, x2 ∈ R

}
とおくとき, 次のことを証明せよ.

(1) Cは 2次正方行列の加法・乗法について可換体である.

(2) C上の複素関数 f : C → Cを

f(X) = x1 + ix2

(
X =

(
x1 −x2

x2 x1

)
∈ C

)

によって定義すると, f は Cから Cへの体の同型写像である.
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• 複素数体上のノルム・距離
6 z ∈ Cとするとき, 次の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) z ∈ R.

(ii) z = z.

7 z ∈ C \ {0}とするとき, z +
1

z
∈ Rであるための zの必要十分条件を求めよ.

8 z ∈ Cとするとき, 次の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) z2 ∈ R.

(ii) z = zまたは z = −z.

9 z ∈ C \ {0}とするとき, z2 +
1

z2
∈ Rであるための zの必要十分条件を求めよ.

10 n ∈ N, ak ∈ R (k ∈ {0, 1, · · · , n}), an ̸= 0とし, 多項式 p : C → Cを

p(z) = anz
n + · · ·+ a1z + a0 (z ∈ C)

によって定義するとき, p(z) = 0の根 z ∈ Cが存在すれば, p(z) = 0であることを証明せよ.

11 a, b, c ∈ Cとし, 多項式 p : C → Cを

p(z) = az + bz + c (z ∈ C)

によって定義するとき, p(z) = 0の根 z ∈ Cが存在するための a, b, cの必要十分条件を求めよ.

12 次の複素数のノルムを求めよ.

(1) i(3 + i)(1 + 2i)(1 + i).

(2)
(3 + 4i)(1− 2i)

(1 + i)(3− i)
.

13 (中線定理) 次の等式

|z + w|2 + |z − w|2 = 2(|z|2 + |w|2) (z, w ∈ C)

が成り立つことを証明せよ.

14 (極化等式) 次の等式

zw =
1

4
(|z + w|2 − |z − w|2 + i|z + iw|2 − i|z − iw|2) (z, w ∈ C)

が成り立つことを証明せよ.

15 次の不等式
||z| − |w|| ≤ |z − w| (z, w ∈ C)

が成り立つことを証明せよ.
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16 n ∈ N, n ≥ 1, zk ∈ C, |zk| < 1 (k ∈ {1, · · · , n})とするとき,

λ1 + · · ·+ λn = 1

を満たす任意の 0 ≤ λk ≤ 1 (k ∈ {1, · · · , n})に対して

|λ1z1 + · · ·+ λnzn| < 1

が成り立つことを証明せよ.

17 (指定演習問題 1) 次の等式・不等式が成り立つための z, w ∈ Cの必要十分条件を求めよ.

(1)

∣∣∣∣ z − w

1− zw

∣∣∣∣ < 1.

(2)

∣∣∣∣ z − w

1− zw

∣∣∣∣ = 1.

(3)

∣∣∣∣ z − w

1− zw

∣∣∣∣ > 1.
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1.2 複素数体上の位相

• 複素数体の開集合・閉集合
1 任意のA ∈ P(C)に対して

Ai = {x ∈ C ; ∃r > 0, Dr(x) ⊆ A}

とおくとき, ∗iが次の (i)–(iv)を満たすことを証明せよ.

(i) (C)i = C.
(ii) Ai ⊆ A (A ∈ P(C)).
(iii) (A ∩B)i = Ai ∩Bi (A,B ∈ P(C)).
(iv) (Ai)i = Ai (A ∈ P(C)).

2 (Kuratowskiの公理) 任意のA ∈ P(C)に対して
A = {x ∈ C ; ∀r > 0, Dr(x) ∩A ≠ ∅}

とおくとき, ∗が次の (i)–(iv)を満たすことを証明せよ.

(i) ∅ = ∅.
(ii) A ⊆ A (A ∈ P(C)).
(iii) A ∪B = A ∪B (A,B ∈ P(C)).
(iv) A = A (A ∈ P(C)).

3

O = {U ⊆ C ; U = U i}

とおくとき, Oが次の (i)–(iii)を満たすことを証明せよ. ただし, ♯(∗)は ∗の元の個数を表す.

(i) ∅ ∈ O, C ∈ O.

(ii) ∀U ⊆ P(C),

(
(U ⊆ O) ∧ (♯(U) < ∞) ⇒

⋂
U∈U

U ∈ O

)
.

(iii) ∀U ⊆ P(C),

(
U ⊆ O ⇒

⋃
U∈U

U ∈ O

)
.

4

A = {F ⊆ C ; F = F}

とおくとき, Aが次の (i)–(iii)を満たすことを証明せよ. ただし, ♯(∗)は ∗の元の個数を表す.

(i) ∅ ∈ A, C ∈ A.

(iii) ∀F ⊆ P(C),

(
(F ⊆ A) ∧ (♯(A) < ∞) ⇒

⋃
F∈F

F ∈ A

)
.

(iii) ∀F ⊆ P(C),

(
F ⊆ A ⇒

⋂
F∈F

F ∈ A

)
.
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• 複素数体の連結集合・コンパクト集合
5 A ⊆ Cを Cの連結集合とするとき,

A ⊆ B ⊆ A

を満たす Cの任意の部分集合B ⊆ Cは連結であることを証明せよ.

6 A ⊆ P(C)を Cの連結集合族とするとき,

∀A,B ∈ P(C), (A,B ∈ A ⇒ A ∩B ̸= ∅)

ならば,
⋃
A∈A

Aは連結であることを証明せよ.

7 Cの有限集合がコンパクトであることを証明せよ.

8 K ⊆ P(C)を Cのコンパクト集合族とするとき,

♯(K) < ∞

ならば,
⋃
K∈K

K はコンパクトであることを証明せよ. ただし, ♯(∗)は ∗の元の個数を表す.
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1.3 複素平面とRiemann球面

• 複素平面
1 次の複素数の極座標を求めよ.

(1)
1− i

√
3

2
.

(2)
i

1 + i
.

2 次の複素数の極座標を求めよ.

(1) (
√
3− i)6.

(2) (1 + i)n + (1− i)n (n ∈ N).

3 z = r(cos θ + i sin θ), ζ = ρ(cosφ+ i sinφ) (r, ρ ≥ 0, 0 ≤ θ, φ < 2π)とするとき, 次の複素数
1

ζ − z

の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.

4 x, y, z ∈ Cとするとき, x, y, zが正三角形となるための x, y, zの必要十分条件は

x2 + y2 + z2 = xy + yz + zx

であることを証明せよ.

5 a ∈ C, r > 0とするとき, 次の Cの部分集合

A = {z ∈ C ; |z − a| = r}

の概形を図示せよ.

6 a ∈ R, r > 0とするとき, 次の Cの部分集合

A = {z ∈ C ; |z − a|+ |z + a| = 2r}

の概形を図示せよ.

7 a, b ∈ Cとするとき, 次の Cの部分集合

A = {z ∈ C ; |z − a| = |z − b|}

の概形を図示せよ.

8 a, b ∈ C, r > 0, r ̸= 1とするとき, 次の Cの部分集合

A = {z ∈ C ; |z − a| = r|z − b|}

の概形を図示せよ.
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• 複素数の平方根・n乗根
9 次の複素数の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.

(1) i
1
2 .

(2) (−i)
1
2 .

10 次の複素数の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.

(1) (1 + i)
1
2 .

(2) (1− i
√
3)

1
2 .

11 a, b, c ∈ Cとするとき, az2 + bz + c = 0の根 zは

z =
−b+ (b2 − 4ac)

1
2

2a

であることを証明せよ.

12 次の方程式を解け.

(1) z2 + 2z + 1− i = 0.

(2) z2 − 2(1 + i)z − 1 + 3i = 0.

13 次の複素数の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.

(1) i
1
4 .

(2) (−i)
1
4 .

14 θ ∈ Rとするとき, 次の三角関数を cos θ, sin θで表せ.

(1) cos 4θ, sin 4θ.

(2) cos 5θ, sin 5θ.

15 n ∈ Nとするとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の z ∈ C \ {1}に対して

1 + z + z2 + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z

が成り立つ.

(2) 任意の 0 < θ < 2πに対して

1 + cos θ + cos 2θ + · · ·+ cosnθ =
cos nθ

2 sin (n+1)θ
2

sin θ
2

,

sin θ + sin 2θ + · · ·+ sinnθ =
sin nθ

2 sin (n+1)θ
2

sin θ
2

が成り立つ.
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16 次の問いに答えよ.

(1) w = z +
1

z
とおくとき, zの方程式 z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0を wの方程式で表せ.

(2) cos
2

5
π, sin

2

5
πの値を求めよ.

17 n ∈ N, n ≥ 2とし, ω = cos
2

n
π + i sin

2

n
πとおくとき, 次の 　　　 を埋めよ.

(1) nの倍数でない任意の h ∈ Zに対して
n−1∑
k=0

ωhk = 　　　

が成り立つ.

(2) nの倍数でない任意の h ∈ Zに対して
n−1∑
k=0

(−ωh)k = 　　　

が成り立つ.

18 n ∈ N, n ≥ 2とし, ω = cos
2

n
π+ i sin

2

n
πとおくとき, 次の (1)を証明し, (2)の 　　　 を埋めよ.

(1) 任意の z ∈ Cに対して
n−1∏
k=1

(z − ωk) =

n−1∑
k=0

zk

が成り立つ.

(2) 任意の h ∈ Zに対して
n−1∏
k=1

|ωh − ωk| = 　　　

が成り立つ.
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• 拡張された複素平面
定義. 2次複素正方行列全体の集合を

M2(C) =

{
A =

(
a b

c d

)
; a, b, c, d ∈ C

}
と書く.

定義. A =

(
a b

c d

)
∈ M2(C)とし, detA = ad− bcとおく. Aが複素正則であるとは, Aが detA ̸= 0を

満たすことを言う. また, 2次複素正則行列全体の集合を
GL2(C) = {A ∈ M2(C) ; detA ̸= 0}

と書く.

定義. 任意のA =

(
a b

c d

)
∈ GL2(C)に対し,

φA(z) =
az + b

cz + d
(z ∈ C)

によって定義される φA : C → Cを C上の 1次分数変換と言う.

19 a, c ∈ R, b ∈ Cとするとき, 次の Cの部分集合
C = {z ∈ C ; a|z|2 + bz + bz + c = 0}

の概形を図示せよ.

20 次のことを証明せよ.

(1) I を 2次単位行列とすると,

φI(z) = z (z ∈ C)

が成り立つ.

(2) 任意のA,B ∈ GL2(C)に対して
φB ◦ φA(z) = φBA(z) (z ∈ C)

が成り立つ.

(3) 任意のA ∈ GL2(C)に対し, φAは Cから Cへの全単射であり,

φ−1
A (z) = φA−1(z) (z ∈ C)

が成り立つ.

21 (円円対応) a, c ∈ R, b ∈ Cとし, C = {z ∈ C ; a|z|2 + bz + bz + c = 0}とおくとき, 任意の
A ∈ GL2(C)に対し,

φA(C) = {w ∈ C ; α|w|2 + βw + βw + γ = 0}

を満たす α, γ ∈ R, β ∈ Cが存在することを証明せよ.
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1.4 複素数列の極限

• 複素数列の収束・発散
1 任意の a ∈ C, |a| ̸= 1に対して

lim
n→∞

an =

0 (|a| < 1),

∞ (|a| > 1)

が成り立つことを証明せよ.

2 c ∈ C, 0 < |c| < 1とし, 複素数列 {an}n∈Nを次の漸化式

a0 ∈ C, a1 ∈ C, an+1 − an = c(an − an−1) (n ∈ N, n ≥ 1)

によって定義するとき, 次の問いに答えよ.

(1) an − an−1 (n ∈ N, n ≥ 1)を c, a0, a1で表せ.

(2) {an}n∈Nが収束することを証明し, lim
n→∞

anを c, a0, a1で表せ.

3 {an}n∈N, {bn}n∈Nを複素数列とし, 複素数列 {cn}n∈Nを

cn =

am (n = 2m),

bm (n = 2m+ 1)

によって定義するとき, 次の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) {an}n∈N, {bn}n∈Nは収束し, lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn.

(ii) {cn}n∈Nは収束する.

さらに, {an}n∈N, {bn}n∈N, {cn}n∈Nが (i)または (ii)を満たせば,

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn

が成り立つことを証明せよ.

4 {an}n∈Nを収束する複素数列とするとき, {|an|}n∈Nは収束し,

lim
n→∞

|an| =
∣∣∣ lim
n→∞

an

∣∣∣
が成り立つことを証明せよ.

5 (Cesàroの定理) {an}n≥1を収束する複素数列とするとき,

{
1

n

n∑
k=1

ak

}
n≥1

は収束し,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ak = lim
n→∞

an

が成り立つことを証明せよ.
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6 {an}n≥1, {bn}n≥1を収束する複素数列とするとき,

{
1

n

n∑
k=1

akbn+1−k

}
n≥1

は収束し,

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

akbn+1−k = lim
n→∞

an lim
n→∞

bn

が成り立つことを証明せよ.

7 {an}n∈Nを複素数列とするとき, 次の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) lim
n→∞

an = ∞.

(ii) lim
n→∞

1

an
= 0.
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• Cauchyの定理
8 a ∈ C, |a| = 1, a ̸= 1とするとき, {an}n∈Nは収束しないことを証明せよ.

9 {an}n∈Nを複素数列とし, 数列 {sn}n∈Nを

sn =
n∑

k=0

|ak+1 − ak| (n ∈ N)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) m < nを満たす任意のm,n ∈ Nに対して

|an − am| ≤ sn−1 − sm−1

が成り立つ.

(2) {sn}n∈Nが Rの Cauchy列ならば, {an}n∈Nは Cの Cauchy列である.

10 {an}n∈Nを複素数列で, ある 0 < r < 1が存在し, 任意の n ∈ N, n ≥ 1に対して

|an+1 − an| ≤ r|an − an−1|

が成り立つものとするとき, 次のことを証明せよ.

(1) m < nを満たす任意のm,n ∈ Nに対して
n−1∑
k=m

|ak+1 − ak| ≤
rm − rn

1− r
|a1 − a0|

が成り立つ.

(2) {an}n∈Nは Cの Cauchy列である.

11 (Fibonacci数列) 複素数列 {an}n∈Nを次の漸化式

a0 ∈ C, a1 ∈ C, an+2 = an+1 + an (n ∈ N)

によって定義するとき,
a1
a0

∈ R,
a1
a0

> 0ならば,

{
an+1

an

}
n∈N
は収束することを証明し, lim

n→∞

an+1

an
の値を求めよ.
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第2章 複素関数の極限と正則関数

2.1 複素関数の極限
1 次の (x, y)の複素関数 f(x+ iy)を z = x+ iyの複素関数 f(z)で表せ.

(1) f(x+ iy) = (x2 − y2 − 2x) + i(2xy + 2y) ((x, y) ∈ R2).

(2) f(x+ iy) = (x2 − y2 − 2y) + i(−2xy + 2x) ((x, y) ∈ R2).

2 A ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f : A \ {a} → CをA \ {a}上の複素関数, α ∈ Cとするとき, 次
の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) lim
z→a

f(z) = α.

(ii) ∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, ∀(r, θ) ∈ B, (0 < r < δ(ε) ⇒ |f(a+ r(cos θ + i sin θ))− α| < ε).

ただし, B = {(r, θ) ∈ (0,∞)× R ; a+ r(cos θ + i sin θ) ∈ A}.

3 次の極限が存在するか否かを判定し, 存在すれば, 極限値を求めよ.

(1) lim
z→0

z2

z
.

(2) lim
z→0

z

z
.

4 A ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f : A \ {a} → Cを A \ {a}上の複素関数とする. z → aのとき,

f(z)が収束すれば, |f(z)|は収束し,

lim
z→a

|f(z)| =
∣∣∣ lim
z→a

f(z)
∣∣∣

が成り立つことを証明せよ.

5 A ⊆ Cを Cの部分集合, a ∈ A, f, g : A \ {a} → Cを A \ {a}上の複素関数とする. f が A \ {a}
で有界, かつ z → aのとき, g(z)が 0に収束すれば,

lim
z→a

f(z)g(z) = 0

が成り立つことを証明せよ.
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2.2 複素連続関数
1 次の C上の複素関数 f : C → Cが Cで連続であることを証明せよ.

(1) f(z) = z.

(2) f(z) = |z|.

2 C上の複素関数 f : C → Cを

f(z) =


z2

z
(z ̸= 0),

0 (z = 0)

によって定義するとき, f は Cで連続であることを証明せよ.

3 a, b, c ∈ Cとし, R2上の複素関数 p : R2 → C, C上の複素関数 f : C → Cをそれぞれ

p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 ((x, y) ∈ R2),

f(z) = p(Rez, Imz) (z ∈ C)

によって定義するとき, f が Cで連続であることを証明せよ.

4 a ∈ C, f : C → Cを C上の複素関数とするとき, 次の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) f は aで連続である.

(ii) f(a) ∈ V を満たすCの任意の開集合 V ⊆ Cに対して a ∈ U を満たすCのある開集合U ⊆ C
が存在し,

f(U) ⊆ V

が成り立つ.

5 (Banachの不動点定理) f : C → Cを C上の複素関数で, ある 0 < r < 1が存在し,

|f(z)− f(w)| ≤ r|z − w| (z, w ∈ C)

が成り立つものとするとき, 次のことを証明せよ.

(1) z ∈ Cとし, 複素数列 {an}n∈Nを次の漸化式

a0 = z, an+1 = f(an) (n ∈ N)

によって定義すると, 任意の n ∈ N, n ≥ 1に対して

|an+1 − an| ≤ r|an − an−1|

が成り立つ.

(2) f(α) = αを満たす α ∈ Cが一意に存在する.

【補足】f を C上の縮小写像と言い, αを f の不動点と言う.
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6 A ⊆ CをCの部分集合, a ∈ A, f : A\{a} → CをA\{a}上の複素関数で, あるL > 0, 0 < α ≤ 1

が存在し,

|f(z)− f(w)| ≤ L|z − w|α (z, w ∈ A, z, w ̸= a)

が成り立つものとする. z → aのとき, f(z)は収束することを証明せよ.

【補足】f はA \ {a}でHölder連続 (0 < α < 1)または Lipschitz連続 (α = 1)であると言う.

7 A ⊆ CをCの連結部分集合, f : A → CをA上の複素関数とするとき, f がAで連続ならば, f(A)

は Cの連結部分集合であることを証明せよ. ただし, f(A) = {f(z) ; z ∈ A}.

8 A ⊆ CをCの連結部分集合, f : A → QをA上の複素関数とするとき, f がAで連続ならば, f は
Aで定数であることを証明せよ.
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2.3 正則関数とCauchy-Riemann方程式
1 次の C上の複素関数 f : C → Cが Cで正則でないことを証明せよ.

(1) f(z) = z.

(2) f(z) = |z|.

2 C上の複素関数 f : C → Cを

f(z) =


z2

z
(z ̸= 0),

0 (z = 0)

によって定義するとき, f はCでCauchy-Riemann方程式を満たし, 0で複素微分可能でないこと
を証明せよ.

3 a, b, c ∈ Cとし, R2上の複素関数 p : R2 → C, C上の複素関数 f : C → Cをそれぞれ

p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 ((x, y) ∈ R2),

f(z) = p(Rez, Imz) (z ∈ C)

によって定義するとき, f がCで正則であるための a, b, cの必要十分条件を求め, その条件のとき,

f(z) = az2 (z ∈ C)

であることを証明せよ.

4 U ⊆ Cを Cの開集合, f : U → Cを U 上の正則関数とするとき, f ′ = 0ならば, f は U の各連結
成分で定数であることを証明せよ.

5 U ⊆ Cを Cの開集合, f : U → Cを U 上の正則関数とし,

u(x, y) = Ref(z), v(x, y) = Imf(z) (z = x+ iy ∈ U)

とおくとき, 次のことを証明せよ. ただし, Jt(u,v)は t(u, v)の Jacobi行列である.

(1) u, vは U で全微分可能であり,

|f ′(z)|2 = detJt(u,v)(x, y) (z = x+ iy ∈ U)

が成り立つ.

(2) detJt(u,v) = 0ならば, f は U の各連結成分で定数である.

6 U ⊆ Cを Cの開集合, K ⊆ U を Cのコンパクトな面積確定集合, φ : U → Cを U 上の正則関数
で, U からCへの単射であるものとする. φ(K) = {z = x+ iy ∈ C ; w = u+ iv ∈ K, z = φ(w)}
とおくとき,

a(φ(K)) =

∫∫
K
|φ′(w)|2dudv

が成り立つことを証明せよ.
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7 U ⊆ Cを Cの開集合とし, V = {z ; z ∈ U}とおく. f : U → Cを U 上の複素関数とし, V 上の
複素関数 g : V → Cを

g(z) = f(z) (z ∈ V )

によって定義するとき, 次の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) f は U で正則である.

(ii) gは V で正則である.

8 U ⊆ Cを Cの開集合, z = r(cos θ + i sin θ) ∈ U , f : U → Cを U 上の複素関数とし,

u(r, θ) = Ref(z), v(r, θ) = Imf(z) (z = r(cos θ + i sin θ) ∈ U)

とおくとき, 次の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) f は zで複素微分可能である.

(ii) (Cauchy-Riemann方程式) u, vは (r cos θ, r sin θ)で全微分可能であり,

∂u

∂r
(r, θ) =

1

r

∂v

∂θ
(r, θ),

∂v

∂r
(r, θ) = −1

r

∂u

∂θ
(r, θ)

を満たす.

定義.
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+

1

i

∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− 1

i

∂

∂y

)
.

をWirtinger微分と言う.

9 (指定演習問題 2) U ⊆ Cを Cの開集合, z ∈ U , f : U → Cを U 上の複素関数とするとき, 次の
(i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) f は zで複素微分可能である.

(ii) (d-bar方程式) Ref , Imf は zで全微分可能であり,

∂f

∂z
(z) = 0

を満たす.

さらに, f が (i)または (ii)を満たせば,

f ′(z) =
∂f

∂z
(z)

が成り立つことを証明せよ.

10 U ⊆ R2を R2の開集合, f : U → Rを U 上の C2級関数とするとき,

∆f(x, y) = 4
∂2f

∂z∂z
(x, y) ((x, y) ∈ U)

が成り立つことを証明せよ.
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第3章 複素解析関数

3.1 複素級数の収束・発散

• 複素級数
1 任意の z ∈ C, |z| ̸= 1に対して

∞∑
n=0

zn

(1− zn+1)(1− zn+2)
=


1

(1− z)2
(|z| < 1),

1

z(1− z)2
(|z| > 1)

が成り立つことを証明せよ.

2 次のことを証明せよ.

(1) |z| < 1を満たす任意の z ∈ Cに対して
∞∑
n=0

zn =
1

1− z

が成り立つ.

(2) 任意の 0 ≤ r < 1, 0 ≤ θ < 2πに対して
∞∑
n=0

rn cosnθ =
1− r cos θ

1− 2r cos θ + r2
,

∞∑
n=1

rn sinnθ =
r sin θ

1− 2r cos θ + r2

が成り立つ.

3 (Stolz-Cesàroの定理) {an}n∈Nを複素数列, {bn}n∈Nを数列で, 次の (i), (ii)を満たすものとする.

(i) lim
n→∞

bn = ∞.

(ii) ∀n ∈ N, bn+1 − bn > 0, かつ
{
an+1 − an
bn+1 − bn

}
n∈N
は収束する.

このとき,

{
an
bn

}
n∈N
は収束し,

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

が成り立つことを証明せよ.
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4 {an}n∈Nを複素数列, {bn}n∈Nを数列で, 次の (i), (ii)を満たすものとする.

(i) lim
n→∞

bn = ∞.

(ii) ∀n ∈ N, bn+1 − bn > 0, かつ
∞∑
n=0

anは収束する.

このとき,

lim
N→∞

1

bN

N∑
n=1

(
n−1∑
k=0

ak

)
(bn − bn−1) =

∞∑
n=0

an

が成り立つことを証明せよ.

5 (Kroneckerの補題) {an}n≥1を複素数列, {bn}n≥1を数列で, 次の (i), (ii)を満たすものとする.

(i) lim
n→∞

bn = ∞.

(ii) ∀n ≥ 1, bn+1 − bn > 0, かつ
∞∑
n=1

anは収束する.

このとき,

lim
N→∞

1

bN

N∑
n=1

anbn = 0

が成り立つことを証明せよ.

【ヒント】部分和分法を用いる.
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• 複素級数の絶対収束・条件収束
6 0 ≤ r < 1, {θn}n∈Nを数列とするとき, 次の複素級数

∞∑
n=0

rn(cos θn + i sin θn)

が絶対収束することを証明せよ.

7 {an}n∈Nを複素数列, f : C → Cを C上の複素関数で, ある r > 0, M > 0が存在し,

|f(z)| ≤ M |z| (|z| < r)

が成り立つものとするとき,
∞∑
n=0

anが絶対収束すれば,
∞∑
n=0

f(an)は絶対収束することを証明せよ.

8 {an}n∈N, {bn}n∈Nを複素数列とするとき, 次のことを証明せよ.

(1)

∞∑
n=0

anが条件収束し, かつ
∞∑
n=0

bnが絶対収束すれば,

∞∑
n=0

anbnは絶対収束する.

(2)
∞∑
n=0

anが条件収束し, かつ
∞∑
n=0

bnが絶対収束すれば,
∞∑
n=0

(an + bn)は条件収束する.

9 (Mertensの定理) {an}n∈N, {bn}n∈Nを複素数列とするとき,
∞∑
n=0

anが条件収束し, かつ
∞∑
n=0

bnが

絶対収束すれば,
∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
は収束し,

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
=

( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)

が成り立つことを証明せよ.
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3.2 整級数と複素解析関数

• 整級数
1 次の整級数 f の収束域を求め, f を初等関数で表せ.

(1) f(z) =

∞∑
n=0

(
z − a

b− z

)n

(a, b ∈ R).

(2) f(z) =

∞∑
n=0

z4n

(4n)!
.

2 次の整級数 f の収束域を求めよ.

(1) f(z) =
∞∑
n=1

nlognzn.

(2) f(z) =
∞∑
n=0

zn!.

3 次の整級数 f の収束域を求めよ.

(1) f(z) =

∞∑
n=0

{
1 +

(−1)n

2

}n

zn.

(2) f(z) =

∞∑
n=0

anz
n, an =

2n (n :偶数),

(−1)n (n :奇数).

4 α > 0, α ̸= 1とするとき, 次の整級数

f(z) =
∞∑
n=1

zn

nα

の収束域を求めよ.

5 次の整級数
f(z) =

∞∑
n=1

zn

n

の収束域を求めよ.

【ヒント】部分和分法を用いる.

6 0 < θ < 2π, α > 0とするとき, 次の整級数

f(z) =
∞∑
n=0

cosnθ

nα
zn, g(z) =

∞∑
n=1

sinnθ

nα
zn

の収束域をそれぞれ求めよ.
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• 項別微積分定理
7 a, b ∈ C, a, b ̸= 0とし, 複素数列 {an}n∈Nを次の漸化式

a0 ∈ C, a1 ∈ C, an+2 = aan+1 + ban (n ∈ N)

によって定義するとき,

a0 + (a1 − aa0)z

1− az − bz2
=

∞∑
n=0

anz
n

が成り立つことを証明し, 右辺の収束半径を求めよ.

8 a, b ∈ C, c ∈ C \ (−N)とし, D = {z ∈ C ; |z| < 1}とおく. D上の複素解析関数 f : D → Cが
z(1− z)f ′′(z) + {c− (a+ b+ 1)z}f ′(z)− abf(z) = 0 (z ∈ D),

f(0) = 1, f ′(0) =
a

c

を満たすとき, 次の問いに答えよ.

(1) f を複素数列 {an}n∈Nで
f(z) =

∞∑
n=0

anz
n (z ∈ D)

と表すとき, {an}n∈Nの漸化式を導け.

(2) f を 0を中心とする整級数で表せ.

【補足】f = F (a, b, c; ∗)を超幾何級数と言う.

9 a ∈ C, c ∈ C \ (−N)とする. C上の複素解析関数 f : C → Cが
zf ′′(z) + (c− z)f ′(z)− af(z) = 0 (z ∈ C),

f(0) = 1, f ′(0) =
a

c

を満たすとき, 次の問いに答えよ.

(1) f を複素数列 {an}n∈Nで
f(z) =

∞∑
n=0

anz
n (z ∈ C)

と表すとき, {an}n∈Nの漸化式を導け.

(2) f を 0を中心とする整級数で表せ.

【補足】f = F (a, c; ∗)を合流型超幾何級数と言う.

10 0 < k < 1とし, D = {z ∈ C ; |z| < 1}とおく. D上の複素解析関数 f : D → Cが
f ′(z) =

1√
(1− z2)(1− k2z2)

(z ∈ D),

f(0) = 0

を満たすとき, f を 0を中心とする整級数で表せ.

【補足】f = K(k; ∗)を第一種楕円積分と言う.
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• Abelの定理
11 0 < θ < 2πとするとき, 次のことを証明せよ.

(1) D = {z ∈ C ; |z| < 1}とし, D上の複素関数 f, g : D → Cを

f(z) =
∞∑
n=1

cosnθ

n
zn, g(z) =

∞∑
n=1

sinnθ

n
zn (z ∈ D)

によって定義すると,

f(x) = −1

2
log(1− 2x cos θ + x2), g(x) = arctan

(
x sin θ

1− x cos θ

)
(−1 < x < 1)

が成り立つ.

(2)
∞∑
n=1

cosnθ

n
,

∞∑
n=1

sinnθ

n
は収束し,

∞∑
n=1

cosnθ

n
= − log

(
2 sin

θ

2

)
,

∞∑
n=1

sinnθ

n
=

π − θ

2

が成り立つ.
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3.3 孤立零点と一致の定理
1 Rの部分集合A ⊆ Rを変数とする次の命題 P (A)を考える.

命題 P (A)� �
f, g : C → Cを C上の複素解析関数とするとき,

f(x) = g(x) (x ∈ A)

を満たせば, f(z) = g(z) (z ∈ C)である.� �
このとき, 次の命題 P (A)が真ならば証明し, 偽ならば反例を一つ挙げよ.

(1) A = Q ∩ [0, 1].

(2) A = Z.

2 (指定演習問題 3) (一致の定理) D ⊆ Cを Cの領域, f, g : D → CをD上の複素解析関数とする
とき, D上の 1点でない区分的 C1級曲線 C ⊆ Dで,

f(z) = g(z) (z ∈ C)

を満たすものが存在すれば, f(z) = g(z) (z ∈ D)であることを証明せよ.

3 (一致の定理) D ⊆ CをCの領域, f, g : D → CをD上の複素解析関数とするとき, Dの部分領域
∅ ̸= D′ ⊆ Dで,

f(z) = g(z) (z ∈ D′)

を満たすものが存在すれば, f(z) = g(z) (z ∈ D)であることを証明せよ.

4 (関数関係不変の原理)D ⊆ CをCの領域, a ∈ D, f, g : D → CをD上の複素解析関数, p : C2 → C
を多項式とするとき, 任意の n ∈ Nに対して zn ̸= a, かつ lim

n→∞
zn = aとなるDの点列 {zn}n∈N

で,

p(f(zn), g(zn)) = 0 (n ∈ N)

を満たすものが存在すれば, p(f(z), g(z)) = 0 (z ∈ D)であることを証明せよ.

5 D ⊆ Cを Cの領域, a ∈ D, f : D → CをD上の複素解析関数とするとき, 任意の n ∈ Nに対し
て zn ̸= a, zn ∈ D, かつ lim

n→∞
zn = aとなるDの点列 {zn}n∈Nで,

f(zn) = f(zn) (n ∈ N)

を満たすものが存在すれば, f(z) = f(z) (z ∈ D)であることを証明せよ.

6 D ⊆ Cを Cの領域, a ∈ D, f, g : D → CをD上の複素解析関数とするとき, 任意の n ∈ Nに対
して zn ̸= a, かつ lim

n→∞
zn = aとなるDの点列 {zn}n∈Nで,

f(zn)g(zn) = 0 (n ∈ N)

を満たすものが存在すれば, f(z) = 0 (z ∈ D)または g(z) = 0 (z ∈ D)であることを証明せよ.
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第4章 初等関数

4.1 指数関数とNapier数

• 指数関数
1 (0,∞)上の関数 l : (0,∞) → Rを

l(x) =

∫ x

1

1

t
dt (x > 0)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) lは (0,∞)で狭義単調増加であり,

l((0,∞)) = R

が成り立つ.

(2) lの逆関数を e : R → (0,∞)とする. つまり, 任意の x ∈ Rに対し,

l(y) = x

を満たす y > 0を y = e(x)と書くとき, eは Rで実解析的であり,

e(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
(x ∈ R)

が成り立つ.

2 (行列の指数関数) λ, µ ∈ Rとし, A =

(
λ 0

0 µ

)
とおくとき, 次の行列項級数

∞∑
n=0

An

n!

(の各成分)が絶対収束することを証明し, その和を求めよ.

3 (行列の指数関数) λ ∈ Rとし, A =

(
λ 1

0 λ

)
とおくとき, 次の行列項級数

∞∑
n=0

An

n!

(の各成分)が絶対収束することを証明し, その和を求めよ.
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4 (指定演習問題 4) z = x+ iy (x, y ∈ R)とするとき, 次の複素数

exp(exp z)

の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.

5 C上の正則関数 e : C → Cが次の常微分方程式の初期値問題e′(z) = e(z) (z ∈ C),

e(0) = 1

を満たせば, e = expであることを証明せよ.
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• Napier数
6 n ∈ Nとするとき, 任意の x ∈ Rに対し,

ex =

n∑
k=0

xk

k!
+

eθ(x)x

(n+ 1)!
xn+1

を満たす 0 < θ(x) < 1が存在することを証明せよ.

7 次のことを証明せよ.

(1) e = 2.718 · · · .

(2) eは無理数である.

8 元本を a > 0, 1期間の利率を r > 0とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) (単利) 1期間後に元本の利息を受け取るとき, 1期間後の元利 (元本と利息の合計)を求めよ.

(2) (複利) n ∈ N, n ≥ 1とし,
1

n
期間後に元利の利息を受け取るとき, 1期間後の元利を求めよ.

(3) (2)の 1期間の利率を rnとするとき,

r ≤ rn < er − 1

が成り立つことを証明せよ.
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4.2 三角関数と円周率

• 三角関数 (正弦, 余弦)

1 [−1, 1]上の関数 θ : [−1, 1] → Rを

θ(x) =

∫ x

0

1√
1− t2

dt (−1 ≤ x ≤ 1)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) θは [−1, 1]で狭義単調増加であり,

θ(−x) = −θ(x) (−1 ≤ x ≤ 1)

が成り立つ.

(2) θの逆関数を s : [−θ(1), θ(1)] → [−1, 1]とする. つまり, 任意の−θ(1) ≤ x ≤ θ(1)に対し,

θ(y) = x

を満たす−1 ≤ y ≤ 1を y = s(x)と書くとき, sは [−θ(1), θ(1)]で実解析的であり,

s(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 (−θ(1) ≤ x ≤ θ(1))

が成り立つ.

2 (行列の指数関数) α, β ∈ Rとし, A =

(
α −β

β α

)
とおくとき, 次の行列項級数

∞∑
n=0

An

n!

(の各成分)が絶対収束することを証明し, その和を求めよ.

3 (行列の指数関数) α, β ∈ Rとし, A =

(
α+ iβ 0

0 α− iβ

)
とおくとき, 次の行列項級数

∞∑
n=0

An

n!

(の各成分)が絶対収束することを証明し, その和を求めよ.

4 C上の正則関数 c, s : C → Cが次の常微分方程式の初期値問題c′(z) = −s(z) (z ∈ C),

c(0) = 1,

s′(z) = c(z) (z ∈ C),

s(0) = 0

を満たせば, c = cos, s = sinであることを証明せよ.
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定義. 次の関数 
cosh z =

ez + e−z

2
(z ∈ C),

sinh z =
ez − e−z

2
(z ∈ C)

によって定義される cosh : C → C, sinh : C → Cをそれぞれ双曲余弦関数, 双曲正弦関数と言う.

5 次のことを証明せよ.

(1)

cosh(iz) = cos z (z ∈ C),

sinh(iz) = i sin z (z ∈ C).

(2) cosh, sinhは Cで複素解析的であり,
cosh z =

∞∑
n=0

z2n

(2n)!
(z ∈ C),

sinh z =

∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
(z ∈ C),

(cosh z)′ = sinh z (z ∈ C),

(sinh z)′ = cosh z (z ∈ C)

が成り立つ.

6 次の等式を証明せよ.

(1) cosh2 z − sinh2 z = 1 (z ∈ C).

(2) (加法定理)

cosh(z + w) = cosh z coshw + sinh z sinhw (z, w ∈ C),

sinh(z + w) = sinh z coshw + cosh z sinhw (z, w ∈ C).

7 次の等式を証明せよ.

(1)

cos(x+ iy) = cosx cosh y − i sinx sinh y ((x, y) ∈ R2),

sin(x+ iy) = sinx cosh y + i cosx sinh y ((x, y) ∈ R2).

(2)

| cos(x+ iy)|2 = cos2 x+ sinh2 y ((x, y) ∈ R2),

| sin(x+ iy)|2 = sin2 x+ sinh2 y ((x, y) ∈ R2).

8 C上の正則関数 c, s : C → Cが次の常微分方程式の初期値問題c′(z) = s(z) (z ∈ C),

c(0) = 1,

s′(z) = c(z) (z ∈ C),

s(0) = 0

を満たせば, c = cosh, s = sinhであることを証明せよ.
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• 円周率
9 n ∈ Nとするとき, 任意の x ∈ Rに対し,

cosx =

n∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k +

(−1)n+1 cos(θ(x)x)

(2n+ 2)!
x2n+2

を満たす 0 < θ(x) < 1が存在することを証明せよ.

10 次のことを証明せよ.

(1) cos 1 = 0.540 · · · .

(2) cos 1は無理数である.

11 n ∈ Nとするとき, 任意の x ∈ Rに対し,

sinx =

n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 +

(−1)n+1 cos(θ(x)x)

(2n+ 3)!
x2n+3

を満たす 0 < θ(x) < 1が存在することを証明せよ.

12 次のことを証明せよ.

(1) sin 1 = 0.841 · · · .

(2) sin 1は無理数である.

13 (指定演習問題 5) π =
p

q
を満たす p, q ∈ N, p, q ̸= 0が存在するとし, 数列 {In}n∈Nを

In =

∫ π

0
fn(x) sinxdx (n ∈ N), fn(x) =

xn(p− qx)n

n!
(0 ≤ x ≤ π)

によって定義するとき, 次の (i)–(iv)を証明してから, (i)–(iii)と (iv)の矛盾を指摘せよ.

(i) I0 = 2, I1 = 4q.

(ii) 任意の n ∈ Nに対して

f ′′
n+2(x) = −2(2n+ 3)qfn+1(x) + p2fn(x) (0 ≤ x ≤ π)

が成り立つ.

(iii) 任意の n ∈ Nに対して
In+2 = 2(2n+ 3)qIn+1 − p2In

が成り立つ.

(iv) 任意の n ∈ Nに対して
0 < In <

1

p

(pπ)n+1

(n+ 1)!

が成り立つ.
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14 π =
p

q
を満たす p, q ∈ N, p, q ̸= 0が存在するとし, 数列 {In}n∈Nを

In =

∫ π

0
fn(x) sinxdx (n ∈ N), fn(x) =

xn(p− qx)n

n!
(0 ≤ x ≤ π)

によって定義するとき, 次の (i)–(iv)を証明してから, (i)–(iii)と (iv)の矛盾を指摘せよ.

(i) 任意の n ∈ Nに対して

f (k)
n (0) =


0 (k ∈ {0, 1, · · · , n− 1}),

(−1)k−nk!

(2n− k)!(k − n)!
p2n−kqk−n (k ∈ {n, n+ 1, · · · , 2n})

が成り立つ.

(ii) 任意の n ∈ Nに対して

f (k)
n (π) = (−1)kf (k)

n (0) (k ∈ {0, 1, · · · , 2n})

が成り立つ.

(iii) 任意の n ∈ Nに対して
In =

n∑
k=0

(−1)k{f (2k)
n (0) + f (2k)

n (π)}

が成り立つ.

(iv) 任意の n ∈ Nに対して
0 < In <

1

p

(pπ)n+1

(n+ 1)!

が成り立つ.
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• 三角関数 (正接)

15 次のことを証明せよ.

(1) (Archimedesの不等式) 任意の n ∈ N, n ≥ 3に対して

n sin
π

n
< π < n tan

π

n

が成り立つ.

(2) (Archimedes数) π = 3.14 · · · . 必要ならば, (1)に計算機を援用してもよい.

【ヒント】(1)に n = 3 · 25を代入する.

定義. 次の関数
tanh z =

sinh z

cosh z

(
z ∈ C \

(
Z+

1

2

)
πi

)
によって定義される tanh : C \

(
Z+

1

2

)
πi → Cを双曲正接関数と言う.

16 次のことを証明せよ.

(1) tanh(iz) = i tan z

(
z ∈ C \

(
Z+

1

2

)
π

)
.

(2) tanhは C \
(
Z+

1

2

)
πiで正則であり,

(tanh z)′ =
1

cosh2 z

(
z ∈ C \

(
Z+

1

2

)
πi

)
が成り立つ.

17 次の等式を証明せよ.

(1) 1− tanh2 z =
1

cosh2 z

(
z ∈ C \

(
Z+

1

2

)
πi

)
.

(2) (加法定理) tanh(z + w) =
tanh z + tanhw

1 + tan z tanw

(
z, w ∈ C, z, w, z + w /∈

(
Z+

1

2

)
πi

)
.
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4.3 対数関数, 冪関数, 逆三角関数

• 対数関数
1 次の複素数の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.

(1) log(1− i).

(2) log(1 + i
√
3).

2 次の複素数の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.

(1) log(−1− i).

(2) log(−
√
3 + i).

3 C \ (−∞, 0]上の複素関数 φ : C \ (−∞, 0] → Cを

φ(z) = log z (z ∈ C \ (−∞, 0])

によって定義するとき,

f(x) =
1

2πi
lim

y→+0
(φ(x+ iy)− φ(x− iy)) (x ∈ R, x ̸= 0)

によって定義される R \ {0}上の関数 f : R \ {0} → Rを求めよ.

4 次の方程式を解け.

(1) cos z = a (a > 1).

(2) cos z = ib (b ∈ R, b ̸= 0).

5 次の方程式を解け.

(1) tan z = ib (b ∈ R, |b| < 1).

(2) tan z = ib (b ∈ R, |b| > 1).

6 (指定演習問題 6) 次の方程式を解け.

(1) tan z = 2 + i.

(2) tan z =
√
3 + 2i.
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• 冪関数
7 次の複素数の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.

(1) (1 + i)
√
2.

(2) (1− i
√
3)i.

8 次の複素数の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.

(1) (−1 + i)i.

(2) (−
√
3− i)

√
2.

9 α ∈ Rとし, C \ (−∞, 0]上の複素関数 φ : C \ (−∞, 0] → Cを

φ(z) = zα (z ∈ C \ (−∞, 0])

によって定義するとき,

f(x) =
1

2πi
lim

y→+0
(φ(x+ iy)− φ(x− iy)) (x ∈ R, x ̸= 0)

によって定義される R \ {0}上の関数 f : R \ {0} → Rを求めよ.

10 次の方程式を解け.

(1) az = 1− i (a > 0).

(2) az = 1 + i
√
3 (a > 0).

11 次の方程式を解け.

(1) iz = −1− i.

(2) iz =
√
3 + i.

12 z = reiθ (r > 0, −π < θ < π)とするとき, 次の複素数

zz

の実部, 虚部をそれぞれ求めよ.
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• 逆三角関数
13 [−1, 1]上の関数列 {Tn}n∈Nを

Tn(x) = cos(n arccosx) (−1 ≤ x ≤ 1)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) (n ∈ N, n ≥ 1, −1 ≤ x ≤ 1).

(2) Tnは n次多項式である.

【補足】Tnを第 1種Chebyshev多項式と言う.

14 [−1, 1]上の関数列 {Tn}n∈Nを

Tn(x) = cos(n arccosx) (−1 ≤ x ≤ 1)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) Tn(cos θ) = cosnθ (n ∈ N, 0 ≤ θ ≤ π).

(2) 任意のm,n ∈ Nに対して

∫ 1

−1

Tm(x)Tn(x)√
1− x2

dx =


π (m = n = 0),

π

2
(m = n ≥ 1),

0 (m ̸= n)

が成り立つ.

(3) 次の等式
1− xt

1− 2xt+ t2
=

∞∑
n=0

Tn(x)t
n (−1 ≤ x ≤ 1, −1 < t < 1)

が成り立つ.

15 [−1, 1]上の関数列 {Vn}n∈Nを

Vn(x) = sin(n arccosx) (−1 ≤ x ≤ 1)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) Vn+1(x) = 2xVn(x)− Vn−1(x) (n ∈ N, n ≥ 1, −1 ≤ x ≤ 1).

(2) [−1, 1]上の関数列 {Un}n∈Nを

Un(x) =
Vn(x)√
1− x2

(−1 ≤ x ≤ 1)

によって定義すると, Unは n次多項式である.

【補足】Vn, Unをそれぞれ第 2種Chebyshev関数, 第 2種Chebyshev多項式と言う.
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16 [−1, 1]上の関数列 {Vn}n∈Nを

Vn(x) = sin(n arccosx) (−1 ≤ x ≤ 1)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) Vn(cos θ) = sinnθ (n ∈ N, 0 ≤ θ ≤ π).

(2) 任意のm,n ∈ Nに対して

∫ 1

−1

Vm(x)Vn(x)√
1− x2

dx =


0 (m = n = 0),

π

2
(m = n ≥ 1),

0 (m ̸= n)

が成り立つ.

(3) 次の等式
t

1− 2xt+ t2
=

∞∑
n=0

Vn(x)√
1− x2

tn (−1 ≤ x ≤ 1, −1 < t < 1)

が成り立つ.

17 [−1, 1]上の関数列 {Tn}n∈N, {Vn}n∈Nをそれぞれ

Tn(x) = cos(n arccosx), Vn = sin(n arccosx) (−1 ≤ x ≤ 1)

によって定義するとき,

T ′
n(x) = n

Vn(x)√
1− x2

(−1 < x < 1)

が成り立つことを証明せよ.

18 次のことを証明せよ.

(1) 次の等式
π

4
= arctanx+ arctan

1− x

1 + x
(x > −1)

が成り立つ.

(2) 次の等式

π

4
= 2 arctanx+ arctan

1− 2x− x2

1 + 2x− x2

(
− tan

1

8
π < x < tan

3

8
π

)
が成り立つ.

(3) 次の等式

π

4
= 4 arctanx+ arctan

1− 4x− 6x2 + 4x3 + x4

1 + 4x− 6x2 − 4x3 + x4

(
− tan

1

16
π < x < tan

3

16
π

)
が成り立つ.
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19 次のことを証明せよ.

(1) (Machinの公式) 次の等式
π

4
= 4 arctan

1

5
− arctan

1

239

が成り立つ.

(2) 次の不等式

x− 1

3
x3 +

1

5
x5 − 1

7
x7 < arctanx < x− 1

3
x3 +

1

5
x5 (0 < x ≤ 1)

が成り立つ.

(3) π = 3.1415 · · · . 必要ならば, (3)に計算機を援用してもよい.
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第5章 複素線積分と正則関数

5.1 複素線積分とその基本性質

• 定積分
1 a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Cを [a, b]上の複素連続関数とするとき, 次の等式を証明せよ.

(1) Re

∫ b

a
f(t)dt =

∫ b

a
Ref(t)dt.

(2) Im

∫ b

a
f(t)dt =

∫ b

a
Imf(t)dt.

2 a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → Cを [a, b]上の複素連続関数, c ∈ Cとするとき, 次の等式を証明
せよ.

(1)

∫ b

a
(f(t) + g(t))dt =

∫ b

a
f(t)dt+

∫ b

a
g(t)dt.

(2)

∫ b

a
(cf)(t)dt = c

∫ b

a
f(t)dt.

3 (積分の三角不等式) a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Cを [a, b]上の複素連続関数とするとき,∣∣∣∣∫ b

a
f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(t)|dt

が成り立つことを証明せよ.

4 (微分積分学の基本定理) I ⊆ RをRの有界閉区間, f : I → Cを I 上の複素関数とするとき, 次の
ことを証明せよ.

(1) (原始関数) f が I で C1級ならば, 任意の a, b ∈ I, a ̸= bに対して∫ b

a
f ′(t)dt = f(b)− f(a)

が成り立つ.

(2) (不定積分) f が I で連続ならば, 任意の a ∈ I に対し,

F (t) =

∫ t

a
f(s)ds (t ∈ I)

によって定義される F : I → Cは I で C1級であり, F ′ = f が成り立つ.
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• 複素線積分 I

5 C = {z ∈ C ; |z| = 1}とおくとき, 任意のm,n ∈ Zに対して
∫
C
zmzn|dz| =

2π (m = n),

0 (m ̸= n)

が成り立つことを証明せよ.

6 a > 0とし, C = {z ∈ C ; |z| = a}とおくとき, 次の複素線積分∫
C
|z − a||dz|

の値を求めよ.

7 U ⊆ Cを Cの開集合, C ⊆ U を U 上の区分的 C1級曲線, φ : U → Cを U 上の正則関数とする.

φ(C) = {z = x+ iy ∈ C ; w = u+ iv ∈ C, z = φ(w)}とおくとき,

l(φ(C)) =

∫
C
|φ′(w)||dw|

が成り立つことを証明せよ.
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• 複素線積分 II

8 次の複素線積分の値を求めよ.

(1)

∫
C
zdz, C は 0と a+ ibを結ぶ線分 (a, b ∈ R).

(2)

∫
C
zdz, C は 0と aと a+ ibを結ぶ折線 (a, b ∈ R).

9 次の複素線積分の値を求めよ.

(1)

∫
C
zdz, C = {z ∈ C ; Imz ≥ 0, |z| = r} (r > 0).

(2)

∫
C
zdz, C は aと ibと−aを結ぶ折線 (a, b ∈ R).

10 次の複素線積分の値を求めよ.

(1)

∫
C

1

z
dz, C = {z ∈ C ; Rez ≤ 0, |z| = r} (r > 0).

(2)

∫
C

1

z
dz, C は−1 + i tan θと−1 + i tanφを結ぶ線分

(
−π

2
< θ, φ <

π

2

)
.

11 (指定演習問題 7) 次の複素線積分の値を求めよ.

(1)

∫
C

z2

z
dz, C = {z ∈ C ; Rez ≥ 0, Imz ≥ 0, |z| = r} (r > 0).

(2)

∫
C

z2

z
dz, C は 1 + i tan θと 1 + i tanφを結ぶ線分

(
−π

2
< θ, φ <

π

2

)
.

12 次の複素線積分の値を求めよ.

(1)

∫
C
log zdz, C = {z ∈ C ; |z| = r, z ̸= −r} (r > 0).

(2)
1

2πi

∫
C
zα−1dz, C = {z ∈ C ; |z| = r, z ̸= −r} (r > 0, α ∈ R, α ̸= 0).

【ヒント】広義積分を用いる.

13 D ⊆ Cを Cの領域, f : D → CをD上の正則関数とするとき, D上の任意の区分的 C1級閉曲線
C ⊆ Dに対して次の複素線積分 ∫

C
f(z)f ′(z)dz

の実部が 0であることを証明せよ.

14 D ⊆ CをCの領域, f : D → CをD上の正則関数とするとき, f がDでRef > 0ならば, D上の
任意の区分的 C1級閉曲線 C ⊆ Dに対して∫

C

f ′(z)

f(z)
dz = 0

が成り立つことを証明せよ.
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15 a ∈ C, r > 0とし, C = {z ∈ C ; |z − a| = r}とおく. p : C → Cを多項式とするとき, 次の複素
線積分 ∫

C
p(z)dz

の値を求めよ.

16 D ⊆ Cを区分的 C1級有界領域とするとき,

a(D) =
1

2i

∫
∂D

zdz

が成り立つことを証明せよ.

17 (正則変数変換公式) U ⊆ CをCの開集合, C ⊆ U をU 上の区分的C1級曲線, φ : U → CをU 上
の正則関数とする. φ(C) = {z = x+ iy ∈ C ; w = u+ iv ∈ C, z = φ(w)}とおき, f : φ(C) → C
を φ(C)上の複素連続関数とするとき,∫

φ(C)
f(z)dz =

∫
C
(f ◦ φ)(w)φ′(w)dw

が成り立つことを証明せよ.
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• 複素線積分の基本性質
18 C ⊆ Cを C上の区分的 C1級曲線, f : C → Cを C 上の複素連続関数とするとき,∣∣∣∣∫

C
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ l(C)max
z∈C

|f(z)|

が成り立つことを証明せよ.

19 a, b > 0, C を aと ibを結ぶ線分とするとき, 次の複素線積分∣∣∣∣∫
C

1

z2
dz

∣∣∣∣
の上界を一つ求めよ.

20 r > 1, C を rと irを反時計回りに結ぶ {z ∈ C ; |z| = r}上の円弧とするとき, 次の複素線積分∣∣∣∣∫
C

1

z2 − 1
dz

∣∣∣∣
の上界を一つ求めよ.

21 次のことを証明せよ.

(1) (Jordanの不等式) 次の不等式
2

π
x ≤ sinx ≤ x

(
0 ≤ x ≤ π

2

)
が成り立つ.

(2) 任意の r > 0に対して ∫ π
2

0
e−r sinxdx <

π

2r

が成り立つ.

22 (Jordanの補題) r > 0とし, Cr = {z ∈ C ; Imz ≥ 0, |z| = r}とおく. f : Cr → Cを Cr 上の複
素連続関数とするとき, 任意の ξ > 0に対して∣∣∣∣∫

Cr

f(z)eiξzdz

∣∣∣∣ ≤ π

ξ
max
z∈Cr

|f(z)|

が成り立つことを証明せよ.
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5.2 閉曲線の回転数・ホモロジー

• 閉曲線の回転数
1 a, b ∈ R, a < b, z : [a, b] → C \ {0}をC \ {0}上の向き付けられた区分的C1級パラメータ曲線と
し, C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおくとき,

exp(iθ(t)) =
z(t)

|z(t)|
(a ≤ t ≤ b)

を満たす [a, b]上の連続関数 θ : [a, b] → Rが存在することを証明せよ.

定義. a, b ∈ R, a < b, z : [a, b] → C \ {0}をC \ {0}上の向き付けられた区分的C1級パラメータ曲線と
し, C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく.

exp(iθ(t)) =
z(t)

|z(t)|
(a ≤ t ≤ b)

を満たす [a, b]上の連続関数 θ : [a, b] → Rを C の角関数と言う.

2 a, b ∈ R, a < b, z : [a, b] → C \ {0}をC \ {0}上の向き付けられた区分的C1級パラメータ曲線と
し, C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおくとき, 次のことを証明せよ.

(1) θ, φ : [a, b] → Rを C の角関数とすると,

θ ≡ φ (mod 2π)

が成り立つ.

(2) z(a) = z(b)ならば, ある n ∈ Zが存在し, C の任意の角関数 θ : [a, b] → Rに対して

θ(b)− θ(a) = 2nπ

が成り立つ.

定義. a, b ∈ R, a < b, z : [a, b] → C \ {0}をC \ {0}上の向き付けられた区分的C1級パラメータ閉曲線
とし, C = {z(t) ; a ≤ t ≤ b}とおく. θ : [a, b] → Rを C の角関数とするとき,

Ind(C, 0) =
1

2π
(θ(b)− θ(a))

を C の 0での指数と言う.

定義. C ⊆ Cを C上の向き付けられた区分的 C1級閉曲線とする. 任意の z ∈ C \ C に対し,

Ind(C, z) = Ind(C − z, 0)

を C の zでの指数と言う.

3 D ⊆ Cを Cの領域, C ⊆ DをD上の向き付けられた区分的 C1級閉曲線とするとき,

Ind(C, z) =
1

2πi

∫
C

1

ζ − z
dζ = n(C, z) (z ∈ C \ C)

が成り立つことを証明せよ.
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4 C ⊆ Cを C上の向き付けられた区分的 C1級サイクルとするとき, 次の複素線積分

I(a, b) =
1

2πi

∫
C

1

(z − a)(z − b)
dz (a, b ∈ C \ C, a ̸= b)

の値を求めよ.

5 C ⊆ Cを C上の向き付けられた区分的 C1級サイクルとするとき, 次の複素線積分

I(a, b) =
1

2πi

∫
C

z

(z − a)(z − b)
dz (a, b ∈ C \ C, a ̸= b)

の値を求めよ.

6 n ∈ N, n ≥ 1, a, zk ∈ C (k ∈ {1, · · · , n}), a ̸= 0とし, 多項式 p : C → Cを

p(z) = a(z − z1) · · · (z − zn) (z ∈ C)

によって定義するとき, 次の問いに答えよ.

(1) 次の等式
p′(z)

p(z)
=

1

z − z1
+ · · ·+ 1

z − zn
(z ∈ C \ {z1, · · · , zn})

が成り立つことを証明せよ.

(2) r > 0, r ̸= |zk| (k ∈ {1, · · · , n})とし, Cr = {z ∈ C ; |z| = r}とおくとき, 次の複素線積分

Ir =
1

2πi

∫
Cr

p′(z)

p(z)
dz

の値を求めよ.
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• 閉曲線のホモロジー
7 D ⊆ Cを Cの領域, C0, C1 ⊆ DをD上の向き付けられた区分的 C1級閉曲線とするとき, 次の

(i)⇒(ii)を証明し, (i)⇐(ii)の反例を一つ挙げよ.

(i) C0は C1にDでホモトピー同値である.

(ii) C0は C1にDでホモロジー同値である.

8 D ⊆ Cを Cの領域とするとき, 次の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) Dは Cのホモトープな単連結領域である.

(ii) Dは Cのホモローグな単連結領域である.

【ヒント】Riemannの写像定理を用いる.

定義. D ⊆ Cを Cの領域とする. D上の向き付けられた区分的 C1級閉曲線全体の集合を

C(D) = {C ⊆ D ; C はD上の向き付けられた区分的 C1級閉曲線である }

と書く.

9 D ⊆ Cを Cの領域とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) ∀C0, C
′
0, C1, C

′
1 ∈ C(D), (C0 ∼ C ′

0, C1 ∼ C ′
1 (mod D) ⇒ C0 + C1 ∼ C ′

0 + C ′
1 (mod D)).

(2) ∀n ∈ Z, ∀C,C ′ ∈ C(D), (C ∼ C ′ (mod D) ⇒ nC ∼ nC ′ (mod D)).

定義. D ⊆ CをCの領域, m ∈ N, m ≥ 1とする. 次の (i), (ii)を満たす C(D)の閉曲線列 {C1, · · · , Cm}
をDのホモロジー基底と言う.

(i) 任意の C ∈ C(D)に対し,

C ∼ n1C1 + · · ·+ nmCm (mod D)

を満たす整数列 {n1, · · · , nm}が存在する.

(ii) 整数列 {n1, · · · , nm}が
n1C1 + · · ·+ nmCm ∼ 0 (mod D)

を満たせば, n1 = · · · = nm = 0である.

10 D ⊆ Cを Cの領域とするとき, Dの全てのホモロジー基底は同じ個数の C(D)の閉曲線からなる
ことを証明せよ.

定義. D ⊆ Cを Cの領域, m ∈ N, m ≥ 1とする. Dが Cのホモローグなm + 1重連結領域であると
は, m個の C(D)の閉曲線からなるDのホモロジー基底が存在することを言う.
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5.3 Cauchyの積分定理・積分公式

• スカラー・ポテンシャルと原始関数
1 (指定演習問題 8) D ⊆ Cを Cの (ホモトープな)単連結領域, u : D → RをD上の C2級関数と
するとき, uがDで調和ならば, つまり,

∆u = 0

を満たせば, 次の (i), (ii)を満たすD上の C2級関数 v : D → Rが存在することを証明せよ.

(i) D上の複素関数 f : D → Cを

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) (z = x+ iy ∈ D)

によって定義すると, f はDで正則である.

(ii) vはDで調和である.

【補足】vを uの共役調和関数と言う.

2 R2上の関数 u : R2 → Rを
u(x, y) = x2 − y2 ((x, y) ∈ R2)

によって定義するとき, 次の問いに答えよ.

(1) uが R2で調和であることを証明し, uの共役調和関数 v : R2 → Rを一つ求めよ.

(2) u+ ivの原始関数を一つ求めよ.

3 R2上の関数 u : R2 → Rを
u(x, y) = ex cos y ((x, y) ∈ R2)

によって定義するとき, 次の問いに答えよ.

(1) uが R2で調和であることを証明し, uの共役調和関数 v : R2 → Rを一つ求めよ.

(2) u+ ivの原始関数を一つ求めよ.

4 D = {(x, y) ∈ R2 ; x > 0}とし, D上の関数 u : D → Rを

u(x, y) = log
√
x2 + y2 ((x, y) ∈ D)

によって定義するとき, 次の問いに答えよ.

(1) uがDで調和であることを証明し, uの共役調和関数 v : D → Rを一つ求めよ.

(2) u+ ivの原始関数を一つ求めよ.
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• Cauchyの積分定理・積分公式 I

5 a > 0とし, C上の複素関数 f : C → Cを

f(z) =

√
a

π
e−az2 (z ∈ C)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の r > 0に対して
(i) ξ > 0ならば,∫ r

−r
f(x)dx+

∫ r+i ξ
2a

r
f(z)dz −

∫ r+i ξ
2a

−r+i ξ
2a

f(z)dz −
∫ −r+i ξ

2a

−r
f(z)dz = 0

が成り立つ.

(ii) ξ < 0ならば,∫ r+i ξ
2a

−r+i ξ
2a

f(z)dz +

∫ r

r+i ξ
2a

f(z)dz −
∫ r

−r
f(x)dx−

∫ −r

−r+i ξ
2a

f(z)dz = 0

が成り立つ.

(2) 任意の ξ ∈ Rに対して ∫
R
e−a(x+i ξ

2a)
2

dx =

∫
R
e−ax2

dx

が成り立つ.

(3) (Fourier変換) R上の関数 F [f ] : R → Rを

F [f ](ξ) =
1√
2π

∫
R
f(x)e−iξxdx (ξ ∈ R)

によって定義すると,

F [f ](ξ) =
1√
2π

e−
ξ2

4a (ξ ∈ R)

が成り立つ.
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• Cauchyの積分定理・積分公式 II

6 (指定演習問題 9) C = {z ∈ C ; |z| = 2}とおくとき, 次の問いに答えよ.

(1) 次の等式
2z − 3

z(z2 − 4z + 3)
=

f(z)

z
+

g(z)

z − 1
(z ∈ C)

を満たす C 上の複素関数 f, g : C → Cを求めよ.

(2) 次の複素線積分 ∫
C

2z − 3

z(z2 − 4z + 3)
dz

の値を求めよ.

7 C = {z ∈ C ; |z| = 2}とおくとき, 次の問いに答えよ.

(1) 次の等式
z2 + 3iz − 2i

(z2 + 1)(z2 − 9)
=

f(z)

z − i
+

g(z)

z + i
(z ∈ C)

を満たす C 上の複素関数 f, g : C → Cを求めよ.

(2) 次の複素線積分 ∫
C

z2 + 3iz − 2i

(z2 + 1)(z2 − 9)
dz

の値を求めよ.

8 a ∈ C, r > 0, r ̸= |a|とし, C = {z ∈ C ; |z| = r}とおくとき, 次の問いに答えよ.

(1) 次の等式 ∫
C

1

|z − a|2
|dz| =

∫
C
f(z)dz

を満たす C 上の複素関数 f : C → Cを求めよ.

(2) 次の複素線積分 ∫
C

1

|z − a|2
|dz|

の値を求めよ.

9 0 < a < rとし, C = {z ∈ C ; |z| = r}とおくとき, 次の複素線積分の値を求めよ.

(1)

∫
C

1

z2 − a2
dz.

(2)

∫
C

1

z2 + a2
dz.

10 0 < a < rとし, C = {z ∈ C ; |z| = r}とおくとき, 次の複素線積分の値を求めよ.

(1)

∫
C

z

z2 − a2
dz.

(2)

∫
C

z

z2 + a2
dz.
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11 0 < a < rとし, C = {z ∈ C ; |z| = r}とおくとき, 次の複素線積分の値を求めよ.

(1)

∫
C

ez

z2 − a2
dz.

(2)

∫
C

ez

z2 + a2
dz.

12 0 < b < aとするとき, 次の問いに答えよ.

(1) z = eixとおくとき, xの関数 1

a+ b cosx
を zの関数で表せ.

(2) 次の積分 ∫ π

0

1

a+ b cosx
dx

の値を求めよ.

13 a ∈ R, a ̸= ±1とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) z = eixとおくとき, xの関数 1

1− 2a cosx+ a2
を zの関数で表せ.

(2) 次の積分 ∫ π

0

1

1− 2a cosx+ a2
dx

の値を求めよ.

14 次のことを証明せよ.

(1) C上の複素関数 f : C → Cを
f(z) = e−

z2

2 (z ∈ C)

によって定義すると, 任意の r > 0に対して∫ r

0
f(x)dx+

∫ r(1+i)

r
f(z)dz −

∫ r(1+i)

0
f(z)dz = 0

が成り立つ.

(2) (Fresnel積分) (0,∞)上の関数 s, c : (0,∞) → Rを
s(r) =

∫ r

0
sinx2dx (r > 0),

c(r) =

∫ r

0
cosx2dx (r > 0)

によって定義すると, lim
r→∞

s(r) = lim
r→∞

c(r) =
1

2

√
π

2
となる.
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• Cauchyの積分定理・積分公式 III

定義. D ⊆ Cを Cの領域とする. D上の正則関数全体の集合を

O(D) = {f : D → C ; f はDで正則である }

と書く.

15 D ⊆ Cを Cの領域とするとき, 次の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) Dは Cのホモローグな単連結領域である.

(ii) 任意の C ∈ C(D)に対して ∫
C
f(z)dz = 0 (f ∈ O(D))

が成り立つ.

16 D ⊆ Cを Cの領域, m ∈ N, m ≥ 1とするとき, 次の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) Dは Cのホモローグなm+ 1重連結領域である.

(ii) C(D)の閉曲線列 {C1, · · · , Cm}が存在し, 任意の C ∈ C(D)に対し,∫
C
f(z)dz = n1

∫
C1

f(z)dz + · · ·+ nm

∫
Cm

f(z)dz (f ∈ O(D))

を満たす整数列 {n1, · · · , nm}が一意に存在する.

【補足】
∫
C1

f(z)dz, · · · ,
∫
Cm

f(z)dzを f(z)dzの周期と言う.

17 C \ {0}上の複素関数 f : C \ {0} → Cを

f(z) =
eiz

z
(z ∈ C, z ̸= 0)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) ε > 0とし, Cε = {εeit ; 0 ≤ t ≤ π}とおくと, 任意の r > ε, s > 0に対して∫ r

ε
f(x)dx+

∫ r+is

r
f(z)dz−

∫ r+is

−r+is
f(z)dz−

∫ −r+is

−r
f(z)dz+

∫ −ε

−r
f(x)dx−

∫
Cε

f(z)dz = 0

が成り立つ.

(2) lim
ε→+0

∫
Cε

f(z)dz = πi.

(3) (Dirichlet積分)

∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.
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• 積分路の変形
18 z ∈ C, z ̸= 0とし,

C(1, z) = {C ⊆ C \ {0} ; C は 1と zを結ぶ C \ {0}上の区分的 C1級曲線である }

とおくとき, 任意の C ∈ C(1, z)に対して

exp

(∫
C

1

ζ
dζ

)
= z

が成り立つことを証明せよ.

19 a, b > 0とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) z = a cosx+ ib sinxとおくとき, zの関数 Im

(
1

z

dz

dx

)
を xの関数で表せ.

(2) 次の積分 ∫ π

0

1

a2 cos2 x+ b2 sin2 x
dx

の値を求めよ.

20 a, b ∈ R, a < bとし,

C([a, b]) = {f : [a, b] → R ; f は [a, b]で連続である }

とおく. 任意の f ∈ C([a, b])に対し, C \ [a, b]上の複素関数 φ : C \ [a, b] → Cを

φ(z) =

∫ b

a

f(ξ)

ξ − z
dξ (z ∈ C \ [a, b])

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) φは C \ [a, b]で正則である.

(2) 任意の a < x < bに対して
1

2πi
lim

y→+0
(φ(x+ iy)− φ(x− iy)) = f(x)

が成り立つ.

【ヒント】Weierstrassの近似定理を用いる.
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5.4 正則関数の複素解析性・調和性

• 正則関数の複素解析性
1 a, b ∈ R, a < bとするとき,∫ b

a

1

ξ − z
dξ = log

(
z − b

z − a

)
(z ∈ C \ [a, b])

が成り立つことを証明せよ.

2 C = {z ∈ C ; |z| = 2}とおくとき, 次の問いに答えよ.

(1) 次の等式
3z − 9

z2(z2 + 2z − 3)
=

f(z)

z2
+

g(z)

z − 1
(z ∈ C)

を満たす C 上の複素関数 f, g : C → Cを求めよ.

(2) 次の複素線積分 ∫
C

3z − 9

z2(z2 + 2z − 3)
dz

の値を求めよ.

3 n ∈ N, n ≥ 1, r > 0とし, C = {z ∈ C ; |z| = r}とおくとき, 次の複素線積分∫
C

ez

zn
dz

の値を求めよ.

4 m,n ∈ Z, r > 1とし, C = {z ∈ C ; |z| = r}とおくとき, 次の複素線積分∫
C
zm(1− z)ndz

の値を求めよ.

5 a ∈ C, r > 0, r ̸= |a|とし, C = {z ∈ C ; |z| = r}とおくとき, 次の複素線積分∫
C

1

|z − a|4
|dz|

の値を求めよ.

6 (Legendre多項式, Schlaefliの積分公式) C上の関数列 {Pn}n∈Nを

Pn(z) =
1

(2n)!!

dn

dzn
(z2 − 1)n (z ∈ C)

によって定義するとき, 任意の n ∈ Nに対して

Pn(z) =
1

2n+1πi

∫
Cr(z)

(ζ2 − 1)n

(ζ − z)n+1
dζ (z ∈ C, r > 0)

が成り立つことを証明せよ. ただし, Cr(z) = {ζ ∈ C ; |ζ − z| = r}.
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7 (Hermite多項式, Schlaefliの積分公式) C上の関数列 {Hn}n∈Nを

Hn(z) = (−1)nez
2 dn

dzn
e−z2 (z ∈ C)

によって定義するとき, 任意の n ∈ Nに対して

Hn(z) = ez
2 (−1)nn!

2πi

∫
Cr(z)

e−ζ2

(ζ − z)n+1
dζ (z ∈ C, r > 0)

が成り立つことを証明せよ. ただし, Cr(z) = {ζ ∈ C ; |ζ − z| = r}.

8 (Laguerre多項式, Schlaefliの積分公式) C上の関数列 {Ln}n∈Nを

Ln(z) =
ez

n!

dn

dzn
(zne−z) (z ∈ C)

によって定義するとき, 任意の n ∈ Nに対して

Ln(z) = ez
1

2πi

∫
Cr(z)

ζne−ζ

(ζ − z)n+1
dζ (z ∈ C, r > 0)

が成り立つことを証明せよ. ただし, Cr(z) = {ζ ∈ C ; |ζ − z| = r}.

9 f : C → Cを C上の正則関数とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) (Cauchyの評価式) 任意の n ∈ Nに対して

|f (n)(z)| ≤ sup
ζ∈Cr(z)

|f(ζ)|n!
rn

(z ∈ C, r > 0)

が成り立つ. ただし, Cr(z) = {ζ ∈ C ; |ζ − z| = r}.

(2) あるM ≥ 0, n ∈ Nが存在し,

|f(z)| ≤ M(|z|+ 1)n (z ∈ C)

が成り立てば, f は n次以下の多項式である.

10 (指定演習問題 10) D ⊆ Cを Cの領域とするとき, 次の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) Dは Cのホモローグな単連結領域である.

(ii) (原始関数) 任意の f ∈ O(D)に対し, φ′ = f を満たす φ ∈ O(D)が存在する.

11 (Moreraの定理) U ⊆ Cを Cの開集合とする. T (U) = {T ⊆ U ; T は U 上の閉三角形である }
とおくとき, U 上の複素連続関数 f : U → Cが∫

∂T
f(z)dz = 0 (T ∈ T (U))

を満たせば, f は U で正則であることを証明せよ.
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• 正則関数の調和性
12 (強最大値原理) D ⊆ Cを Cの領域, f : D → CをD上の正則関数とするとき, Ref がDのある
点で最大ならば, f はDで定数であることを証明せよ.

【ヒント】g = exp ◦f とおき, 強最大値原理を用いる.

13 (弱最大値原理) D ⊆ Cを Cの有界領域, f : D → CをD上の正則関数とするとき, Ref がDで
連続ならば, Ref は ∂Dのある点で最大であることを証明せよ.

14 (Schwarzの補題) D = {z ∈ C ; |z| < 1}, f : D → CをD上の正則関数とするとき, 次のことを
証明せよ.

(1) f(0) = 0, |f(z)| ≤ 1 (z ∈ D)ならば,

|f(z)| ≤ |z| (z ∈ D), |f ′(0)| ≤ 1

が成り立つ.

(2) (1)の条件のとき,

|f(a)| = |a|

を満たす a ∈ D \ {0}が存在するか, または |f ′(0)| = 1ならば, ある 0 ≤ θ < 2πが存在し,

f(z) = eiθz (z ∈ D)

が成り立つ.

15 (Hadamardの三線定理) a, b ∈ R, a < b, S = {z ∈ C ; a ≤ Rez ≤ b}, f : S → Cを S上の複素有
界連続関数とする. [a, b]上の関数M : [a, b] → Rを

M(x) = sup
y∈R

|f(x+ iy)| (a ≤ x ≤ b)

によって定義するとき, f が Si = {z ∈ C ; a < Rez < b}で正則ならば,

logM(x) ≤ b− x

b− a
logM(a) +

x− a

b− a
logM(b) (a ≤ x ≤ b)

が成り立つことを証明せよ.

16 (Hadamardの三円定理) a, b ∈ R, a < b, A = {z ∈ C ; a ≤ |z| ≤ b}, f : A → CをA上の複素連
続関数とする. [a, b]上の関数M : [a, b] → Rを

M(r) = sup
z∈Cr

|f(z)|, Cr = {z ∈ C ; |z| = r} (a ≤ r ≤ b)

によって定義するとき, f がAi = {z ∈ C ; a < |z| < b}で正則ならば,

logM(r) ≤ log b− log r

log b− log a
logM(a) +

log r − log a

log b− log a
logM(b) (a ≤ r ≤ b)

が成り立つことを証明せよ.

【ヒント】g = f ◦ expとおき, Hadamardの三線定理を用いる.
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17 (Liouvilleの定理) f : C → Cを C上の正則関数とするとき, Ref が Cで上または下に有界なら
ば, f は Cで定数であることを証明せよ.

【ヒント】g = exp ◦f とおき, Liouvilleの定理を用いる.

18 n ∈ N, n ≥ 1, ak ∈ C (k ∈ {0, 1, · · · , n}), an ̸= 0とし, 多項式 p, q : C → Cをそれぞれ

p(z) = anz
n + · · ·+ a1z + a0 (z ∈ C),

q(z) = zp′(z)− np(z) (z ∈ C)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) qの次数は n− 1以下であり,

p′(z)

p(z)
=

n

z
+

q(z)

zp(z)
(z ∈ C, z ̸= 0)

が成り立つ.

(2) 任意の r > 0に対して

|p(z)| ≥ rn
{
|an| −

(
|an−1|

r
+ · · ·+ |a0|

rn

)}
(z ∈ C, |z| = r)

が成り立つ.

(3) r > 0とし, Cr = {reit ; 0 ≤ t ≤ 2π}とおくと,

lim
r→∞

1

2πi

∫
Cr

p′(z)

p(z)
dz = n

となる.

(4) (代数学の基本定理) 位数だけ重複させると, n個の pの Cでの零点が存在する.
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