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第1章 積分と可積分条件

1.1 積分とDarbouxの可積分条件

• 積分
定義 1.1.1. a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とする.

(1) ∆ = {x0, x1, · · · , xn}が [a, b]の分割であるとは, ∆が

a = x0 < x1 < · · · < xn = b

を満たすことを言う. また, [a, b]の分割全体の集合を

D([a, b]) = {∆ = {x0, x1, · · · , xn} ; n ∈ N, n ≥ 1, a = x0 < x1 < · · · < xn = b}

と書く.

(2) 任意の∆ ∈ D([a, b])に対し,

Ik = [xk−1, xk] (k ∈ {1, · · · , n})

を [a, b]の∆による小区間と言う. さらに,

d(Ik) = xk − xk−1 (k ∈ {1, · · · , n})

を Ikの直径と言い,

d(∆) = max
k∈{1,··· ,n}

d(Ik)

を∆の幅と言う.

(3) 任意の∆ ∈ D([a, b])に対し, ξ = {ξ1, · · · , ξn}が∆の代表点系であるとは, ξが

x0 ≤ ξ1 ≤ x1, · · · , xn−1 ≤ ξn ≤ xn

を満たすことを言う. また, ∆の代表点系全体の集合を

X (∆) = {ξ = {ξ1, · · · , ξn} ; x0 ≤ ξ1 ≤ x1, · · · , xn−1 ≤ ξn ≤ xn}

と書く.

(4) 任意の∆ ∈ D([a, b])に対し,

S(f ;∆, ξ) =
n∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1) (ξ ∈ X (∆))

によって定義される S(f ;∆, ∗) : X (∆) → Rを f の∆によるRiemann和と言う.
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定義 1.1.2 (ε-δ論法). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とする. d(∆) → +0のと
き, S(f ;∆, ∗)が R ∈ Rに [a, b]で一様収束するとは, 任意の ε > 0に対してある δ(ε) > 0が存在し,

d(∆) < δ(ε)を満たす任意の∆ ∈ D([a, b])に対して

sup
ξ∈X (∆)

|S(f ;∆, ξ)−R| < ε

が成り立つことを言う. このとき, lim
d(∆)→+0

S(f ;∆, ∗) = Rと書く.

定義 1.1.2の論理式� �
∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, ∀∆ ∈ D([a, b]),

(
d(∆) < δ(ε) ⇒ sup

ξ∈X (∆)
|S(f ;∆, ξ)−R| < ε

)
.

� �
定義 1.1.3. a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とする. f が [a, b]で可積分であるとは,

lim
d(∆)→+0

S(f ;∆, ∗) = R

となるR ∈ Rが存在することを言う. このとき,

R =

∫
[a,b]

f(x)dx

と書き,

∫
[a,b]

f(x)dxを f の [a, b]での積分と言う.

注意. a, b ∈ R, a < bとし, I = [a, b]とおくと, 1は I で可積分であり,∫
I
1dx = b− a

が成り立つ. これより,

b− a = l(I)

と書き, l(I)を I の長さと言う.

定義 1.1.4. I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の有界関数とする. 任意の a, b ∈ I, a ̸= bに対し, f

が {(1− t)a+ tb ; 0 ≤ t ≤ 1}で可積分のとき,

∫ b

a
f(x)dx =


∫
[a,b]

f(x)dx (a < b),

−
∫
[b,a]

f(x)dx (a > b)

を f の [a, b]または [b, a]での定積分と言う.
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• 上積分・下積分
定義 1.1.5. a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とする. 任意の∆ ∈ D([a, b])に対し,

S(f ;∆) =
n∑

k=1

sup
xk−1≤x≤xk

f(x)(xk − xk−1), S(f ;∆) =
n∑

k=1

inf
xk−1≤x≤xk

f(x)(xk − xk−1)

をそれぞれ f の∆によるRiemann上限和, Riemann下限和と言う.

命題 1.1.1. a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とする.

(1) 任意の∆ ∈ D([a, b])に対して

inf
a≤x≤b

f(x)(b− a) ≤ S(f ;∆) ≤ S(f ;∆) ≤ sup
a≤x≤b

f(x)(b− a)

が成り立つ.

(2) ∆ ⊆ ∆′を満たす任意の∆,∆′ ∈ D([a, b])に対して

S(f ;∆) ≤ S(f ;∆′), S(f ;∆) ≥ S(f ;∆′)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 1.1.6. a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とする.

S(f) = inf
∆∈D([a,b])

S(f ;∆), S(f) = sup
∆∈D([a,b])

S(f ;∆)

をそれぞれ f の [a, b]での上積分, 下積分と言う.

命題 1.1.2. a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とする.

(1) 任意の∆,∆′ ∈ D([a, b])に対して
S(f ;∆) ≤ S(f ;∆′)

が成り立つ.

(2) S(f) ≤ S(f).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Darbouxの可積分条件
補題 1.1.1 (はさみうちの原理). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とする. d(∆) → +0

のとき, S(f ;∆), S(f ;∆)が [a, b]で一様収束し, かつ lim
d(∆)→+0

S(f ;∆) = lim
d(∆)→+0

S(f ;∆)ならば, f は
[a, b]で可積分であり, ∫ b

a
f(x)dx = lim

d(∆)→+0
S(f ;∆) = lim

d(∆)→+0
S(f ;∆)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 1.1.1 (Darbouxの定理). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とすると,

lim
d(∆)→+0

S(f ;∆) = S(f), lim
d(∆)→+0

S(f ;∆) = S(f)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 1.1.2 (Darbouxの可積分条件). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とすると, 次
の (i)–(iii)は互いに同値である.

(i) f は [a, b]で可積分である.

(ii) lim
d(∆)→+0

(S(f ;∆)− S(f ;∆)) = 0.

(iii) S(f) = S(f).

さらに, f が (i)–(iii)のいずれか一つを満たせば,∫ b

a
f(x)dx = S(f) = S(f)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 区分求積法
命題 1.1.3 (区分求積法). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の可積分関数とすると,

lim
n→∞

n∑
k=1

f

(
a+

k

n
(b− a)

)
b− a

n
=

∫ b

a
f(x)dx

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.1.4. 　

(1) x < yを満たす任意の x, y ∈ Rに対し,

x < r < y

を満たす r ∈ Qが存在する.

(2) x < yを満たす任意の x, y ∈ Rに対し,

x < s < y

を満たす s ∈ R \Qが存在する.

証明. 省略 (微分積分学 I).

例. (Dirichlet関数) a, b ∈ R, a < bとし, R上の関数 f : R → Rを

f(x) =

1 (x ∈ Q),

0 (x ∈ R \Q)

によって定義すると, a, b ∈ Qならば, 任意の n ∈ N, n ≥ 1に対して
n∑

k=1

f

(
a+

k

n
(b− a)

)
b− a

n
= b− a

が成り立つが, f は [a, b]で可積分でない.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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1.2 有界関数列の極限

• 関数空間
定義 1.2.1. I ⊆ Rを Rの区間とする. I 上関数全体の集合を

F (I) = {f : I → R}

と書く.

定義 1.2.2. I ⊆ Rを Rの区間とする. I 上関数の相等・加法・スカラー乗法を

(1) (相等) ∀f, g ∈ F (I), (f = g ⇔ ∀x ∈ I, f(x) = g(x)).

(2) (加法) ∀f, g ∈ F (I), (f + g)(x) = f(x) + g(x) (x ∈ I).

(3) (スカラー乗法) ∀a ∈ R, ∀f ∈ F (I), (af)(x) = af(x) (x ∈ I).

によって定義する.

定義 1.2.3. I ⊆ Rを Rの区間とする. I 上関数の零・逆を

(1) (零) 0(x) = 0 (x ∈ I).

(2) (逆) ∀f ∈ F (I), (−f)(x) = −f(x) (x ∈ I).

によって定義する.

命題 1.2.1. I ⊆ RをRの区間とすると, F (I)は I 上関数の加法・スカラー乗法について線型空間であ
る. つまり, 次の (i)–(viii)を満たす.

(i) (f + g) + h = f + (g + h) (f, g, h ∈ F (I)).

(ii) ∃!0 ∈ F (I), ∀f ∈ F (I), f + 0 = f = 0 + f .

(iii) ∀f ∈ F (I), ∃!− f ∈ F (I), f + (−f) = 0 = (−f) + f .

(iv) f + g = g + f (f, g ∈ F (I)).

(v) (ab)f = a(bf) (a, b ∈ R, f ∈ F (I)).

(vi) 1f = f (f ∈ F (I)).

(vii) (a+ b)f = af + bf (a, b ∈ R, f ∈ F (I)).

(viii) a(f + g) = af + ag (a ∈ R, f, g ∈ F (I)).

証明. 省略 (微分積分学 I).

注意 (減法). (iii)の f + (−g)を f − gと書く.
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• 有界関数空間
定義 1.2.4. I ⊆ Rを Rの区間とする.

(1) I 上有界関数全体の集合を

R∞(I) = {f : I → R ; f は I で有界である }

と書く.

(2) 任意の f ∈ R∞(I)に対し,

∥f∥∞ = sup
x∈I

|f(x)|

を f の I での上限ノルムと言う.

命題 1.2.2. I ⊆ Rを Rの区間とすると, R∞(I)は F (I)の部分空間である. つまり, 次の (i)–(iii)を満
たす.

(i) 0 ∈ R∞(I).

(ii) f, g ∈ R∞(I) ⇒ f + g ∈ R∞(I).

(iii) c ∈ R, f ∈ R∞(I) ⇒ cf ∈ R∞(I).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.2.3. I ⊆ RをRの区間とすると, (R∞(I), ∥ ∗ ∥∞)はノルム空間である. つまり, 次の (i)–(iii)を
満たす.

(i) ∀f ∈ R∞(I), (∥f∥∞ ≥ 0) ∧ (∥f∥∞ = 0 ⇔ f = 0).

(ii) (三角不等式) ∥f + g∥∞ ≤ ∥f∥∞ + ∥g∥∞ (f, g ∈ R∞(I)).

(iii) ∥cf∥∞ = |c|∥f∥∞ (c ∈ R, f ∈ R∞(I)).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 関数列の各点収束・一様収束
定義 1.2.5. I ⊆ Rを Rの区間とする. f : N → F (I)を F (I)の関数列と言う. このとき,

f(n) = fn (n ∈ N), f = {fn}n∈N

と書き, fnを {fn}n∈Nの一般項と言う.

定義 1.2.6. I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈Nを F (I)の関数列とする. n → ∞のとき, fnが f ∈ F (I)に I

で各点収束するとは, 任意の x ∈ I に対して

lim
n→∞

fn(x) = f(x)

となることを言う.

定義 1.2.6の論理式� �
∀x ∈ I, ∀ε > 0, ∃N(x, ε) ∈ N, ∀n ∈ N, (n ≥ N(x, ε) ⇒ |fn(x)− f(x)| < ε).� �

例. F ([0, 1])の関数列 {fn}n≥2を

fn(x) =



n2x

(
0 ≤ x ≤ 1

n

)
,

2n− n2x

(
1

n
≤ x ≤ 2

n

)
,

0

(
2

n
≤ x ≤ 1

)
によって定義するとき, {fn}n≥2は 0に [0, 1]で各点収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 1.2.7. I ⊆ Rを Rの区間とする. f : N → R∞(I)をR∞(I)の関数列と言う. このとき,

f(n) = fn (n ∈ N), f = {fn}n∈N

と書き, fnを {fn}n∈Nの一般項と言う.

定義 1.2.8. I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈Nを F (I)の関数列とする. n → ∞のとき, fnが f ∈ F (I)に I

で一様収束するとは,

lim
n→∞

∥fn − f∥∞ = 0

となることを言う.

定義 1.2.8の論理式� �
∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N, ∀n ∈ N, (n ≥ N(ε) ⇒ ∥fn − f∥∞ < ε).� �
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例. F (R)の関数列 {fn}n≥2を
fn(x) =

sinnx

log n
(x ∈ R)

によって定義するとき, {fn}n≥2は 0に Rで一様収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.2.4 (一様収束の強弱). I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈N を F (I)の関数列とするとき, {fn}n∈N が
f ∈ F (I)に I で一様収束すれば, fnは f に I で各点収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例. F ([0, 1])の関数列 {fn}n≥2を

fn(x) =



n2x

(
0 ≤ x ≤ 1

n

)
,

2n− n2x

(
1

n
≤ x ≤ 2

n

)
,

0

(
2

n
≤ x ≤ 1

)
によって定義するとき, {fn}n≥2は 0に [0, 1]で各点収束するが, 一様収束しない.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.2.5 (一様収束の閉性). I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈NをR∞(I)の関数列とするとき, {fn}n∈Nが
f ∈ F (I)に I で一様収束すれば, f ∈ R∞(I)である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Cauchyの定理
定義 1.2.9. I ⊆ RをRの区間, {fn}n∈NをR∞(I)の関数列とする. {fn}n∈NがR∞(I)に収束するとは,

lim
n→∞

∥fn − f∥∞ = 0

となる f ∈ R∞(I)が存在することを言う.

定義 1.2.10. I ⊆ RをRの区間, {fn}n∈NをR∞(I)の関数列とする. {fn}n∈NがR∞(I)のCauchy列
であるとは, 任意の ε > 0に対してあるN(ε) ∈ Nが存在し, m,n ≥ N(ε)を満たす任意のm,n ∈ Nに
対して

∥fn − fm∥∞ < ε

が成り立つことを言う.

定義 1.2.10の論理式� �
∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N, ∀m,n ∈ N, (m,n ≥ N(ε) ⇒ ∥fn − fm∥∞ < ε).� �

命題 1.2.6. I ⊆ Rを Rの区間とするとき, R∞(I)の関数列 {fn}n∈NがR∞(I)に収束すれば, {fn}n∈N
はR∞(I)の Cauchy列である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 1.2.1 (Cauchyの定理). I ⊆ Rを Rの区間とするとき, R∞(I)の関数列 {fn}n∈N が R∞(I)の
Cauchy列ならば, {fn}n∈NはR∞(I)に収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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1.3 連続関数列の極限

• 連続関数
定義 1.3.1. I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) f が a ∈ I で連続であるとは,

lim
x→a

f(x) = f(a)

となることを言う.

(2) f が I で連続であるとは, f が任意の a ∈ I で連続であることを言う.

定義 1.3.1(2)の論理式� �
∀a ∈ I, ∀ε > 0, ∃δ(a, ε) > 0, ∀x ∈ I, (|x− a| < δ(a, ε) ⇒ |f(x)− f(a)| < ε).� �

例. f ∈ F ((0,∞))を
f(x) =

1

x
(x > 0)

によって定義すると, f は (0,∞)で連続である.

証明. 省略 (微分積分学 I).
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• 一様連続関数
定義 1.3.2 (ε-δ論法). I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする. f が I で一様連続であると
は, 任意の ε > 0に対してある δ(ε) > 0が存在し, |x− y| < δ(ε)を満たす任意の x, y ∈ I に対して

|f(x)− f(y)| < ε

が成り立つことを言う.

定義 1.3.2の論理式� �
∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, ∀x, y ∈ I, (|x− y| < δ(ε) ⇒ |f(x)− f(y)| < ε).� �

命題 1.3.1. I ⊆ RをRの区間, f : I → Rを I上の関数とするとき, f が Iで一様連続ならば, f は Iで
連続である.

証明. 省略 (微分積分学 I).

例. f, g ∈ F (R)を
f(x) = cosx (x ∈ R),

g(x) = sinx (x ∈ R)

によって定義すると, f , gは Rで一様連続である.

証明. 省略 (微分積分学 I).

定理 1.3.1 (Heine-Cantorの定理). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の関数とするとき, f が
[a, b]で連続ならば, f は [a, b]で一様連続である.

証明. 省略 (微分積分学 I).

例. f ∈ F ((0,∞))を
f(x) =

1

x
(x > 0)

によって定義すると, f は (0,∞)で連続であるが, 一様連続でない.

証明. 省略 (微分積分学 I).
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• 連続関数空間
定義 1.3.3. a, b ∈ R, a < bとする.

(1) [a, b]上連続関数全体の集合を

C([a, b]) = {f : [a, b] → R ; f は [a, b]で連続である }

と書く.

(2) 任意の f ∈ C([a, b])に対し,

∥f∥∞ = max
a≤x≤b

|f(x)|

を f の [a, b]での最大ノルムと言う.

R∞([a, b]), C([a, b])の包含関係� �
C([a, b]) ⊊ R∞([a, b]).� �

命題 1.3.2. a, b ∈ R, a < bとすると, C([a, b])は F ([a, b])の部分空間である. つまり, 次の (i)–(iii)を
満たす.

(i) 0 ∈ C([a, b]).

(ii) f, g ∈ C([a, b]) ⇒ f + g ∈ C([a, b]).

(iii) c ∈ R, f ∈ C([a, b]) ⇒ cf ∈ C([a, b]).

証明. 省略 (微分積分学 I).

命題 1.3.3. a, b ∈ R, a < bとすると, (C([a, b]), ∥ ∗ ∥∞)はノルム空間である. つまり, 次の (i)–(iii)を
満たす.

(i) ∀f ∈ C([a, b]), (∥f∥∞ ≥ 0) ∧ (∥f∥∞ = 0 ⇔ f = 0).

(ii) (三角不等式) ∥f + g∥∞ ≤ ∥f∥∞ + ∥g∥∞ (f, g ∈ C([a, b])).

(iii) ∥cf∥∞ = |c|∥f∥∞ (c ∈ R, f ∈ C([a, b])).

証明. 省略 (命題 1.2.3).

定義 1.3.4. a, b ∈ R, a < bとする. f : N → C([a, b])を C([a, b])の関数列と言う. このとき,

f(n) = fn (n ∈ N), f = {fn}n∈N

と書き, fnを {fn}n∈Nの一般項と言う.

命題 1.3.4 (一様収束の閉性). a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈N を C([a, b])の関数列とするとき, {fn}n∈N が
f ∈ F ([a, b])に [a, b]で一様収束すれば, f ∈ C([a, b])である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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例. a, b ∈ R, a < bとし, C([a, b])の関数列 {fn}n∈Nを

fn(x) =

(
x− a

b− a

)n

(a ≤ x ≤ b)

によって定義するとき, {fn}n∈Nは

f(x) =

0 (a ≤ x < b),

1 (x = b)

に [a, b]で各点収束するが, 一様収束しない.
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• Cauchyの定理
定義 1.3.5. a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈NをC([a, b])の関数列とする. {fn}n∈NがC([a, b])に収束するとは,

lim
n→∞

∥fn − f∥∞ = 0

となる f ∈ C([a, b])が存在することを言う.

定義 1.3.6. a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈Nを C([a, b])の関数列とする. {fn}n∈Nが C([a, b])のCauchy列
であるとは, 任意の ε > 0に対してあるN(ε) ∈ Nが存在し, m,n ≥ N(ε)を満たす任意のm,n ∈ Nに
対して

∥fn − fm∥∞ < ε

が成り立つことを言う.

定義 1.3.6の論理式� �
∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N, ∀m,n ∈ N, (m,n ≥ N(ε) ⇒ ∥fn − fm∥∞ < ε).� �

命題 1.3.5. a, b ∈ R, a < bとするとき, C([a, b])の関数列 {fn}n∈Nが C([a, b])に収束すれば, {fn}n∈N
は C([a, b])の Cauchy列である.

証明. 省略 (命題 1.2.6).

定理 1.3.2 (Cauchyの定理). a, b ∈ R, a < bとするとき, C([a, b])の関数列 {fn}n∈N が C([a, b])の
Cauchy列ならば, {fn}n∈Nは C([a, b])に収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 連続関数の可積分性
定義 1.3.7. I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の有界関数とする.

ω(f ; I) = sup
x,y∈I

|f(x)− f(y)|

を f の I での振幅と言う.

命題 1.3.6. I ⊆ Rを Rの区間, a, b ∈ R, a < b, f : I → Rを I 上の有界関数とする.

(1) ω(f ; I) = sup
x∈I

f(x)− inf
x∈I

f(x).

(2) (I = [a, b]) 任意の∆ ∈ D([a, b])に対して

S(f ;∆)− S(f ;∆) =

n∑
k=1

ω(f ; [xk−1, xk])(xk − xk−1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 1.3.3 (連続関数の可積分性). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の関数とするとき, f が
[a, b]で連続ならば, f は [a, b]で可積分である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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第2章 積分の基本性質

2.1 可積分関数と積分
命題 2.1.1 (和・スカラー倍の可積分性). a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数, c ∈ R
とする.

(1) f , gが [a, b]で可積分ならば, f + gは [a, b]で可積分であり,∫ b

a
(f(x) + g(x))dx =

∫ b

a
f(x)dx+

∫ b

a
g(x)dx

が成り立つ.

(2) f が [a, b]で可積分ならば, cf は [a, b]で可積分であり,∫ b

a
cf(x)dx = c

∫ b

a
f(x)dx

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 2.1.2 (積・商の可積分性). a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とする.

(1) f , gが [a, b]で可積分ならば, fgは [a, b]で可積分である.

(2) f , gが [a, b]で可積分であり, かつ 1

g
が [a, b]で有界ならば,

f

g
は [a, b]で可積分である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 2.1.3 (積分の単調性). a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とするとき, ∀x ∈ [a, b],

f(x) ≤ g(x), かつ f , gが [a, b]で可積分ならば,∫ b

a
f(x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dx

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 2.1.4 (積分の三角不等式). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とするとき, f が
[a, b]で可積分ならば, |f |は [a, b]で可積分であり,∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(x)|dx

が成り立つ.
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証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 2.1.5 (Schwarzの不等式). a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とするとき, f ,

gが [a, b]で可積分ならば, |fg|, f2, g2は [a, b]で可積分であり,

∫ b

a
|f(x)g(x)|dx ≤

√∫ b

a
f(x)2dx

√∫ b

a
g(x)2dx

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 2.1.6 (積分の有限加法性). a, b, c ∈ R, a < b < c, f : [a, c] → Rを [a, c]上の有界関数とすると,

次の (i), (ii)は同値である.

(i) f は [a, c]で可積分である.

(ii) f は [a, b], [b, c]で可積分である.

さらに, f が (i)または (ii)を満たせば,∫ c

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx+

∫ c

b
f(x)dx

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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2.2 連続関数と積分
命題 2.2.1 (積分の強単調性). a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → Rを [a, b]上の連続関数とするとき,

∀x ∈ [a, b], f(x) ≤ g(x), かつ ∃x0 ∈ [a, b], f(x0) < g(x0)ならば,∫ b

a
f(x)dx <

∫ b

a
g(x)dx

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 2.2.2 (積分の非退化性). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の連続関数とするとき, f が∫ b

a
|f(x)|dx = 0

を満たせば, f = 0である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例. a, b ∈ R, a < bとし, [a, b]上の関数 f : [a, b] → Rを

f(x) =

0 (a ≤ x < b),

1 (x = b)

によって定義すると, f は [a, b]で可積分であり,∫ b

a
|f(x)|dx = 0

を満たすが, f ̸= 0である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 2.2.1 (微分積分学の基本定理). I ⊆ Rを Rの有界閉区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) (原始関数) f が Iで微分可能であり, かつ f ′が Iで可積分ならば, 任意の a, b ∈ I, a ̸= bに対して∫ b

a
f ′(x)dx = f(b)− f(a)

が成り立つ.

(2) (不定積分) f が I で可積分であり, かつ f が b ∈ I で連続ならば, 任意の a ∈ I に対し,

F (x) =

∫ x

a
f(u)du (x ∈ I)

によって定義される F : I → Rは bで微分可能であり, F ′(b) = f(b)が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

19



定理 2.2.2 (置換積分法). a, b ∈ R, a < b, φ : [a, b] → Rを [a, b]上の微分可能関数で, φ′ : [a, b] → Rが
[a, b]で可積分であるものとする. c = φ(a), d = φ(b)とおき, f : [c, d] → Rを [c, d]上の連続関数とする
と, (f ◦ φ)φ′は [a, b]で可積分であり,∫ d

c
f(x)dx =

∫ b

a
(f ◦ φ)(u)φ′(u)du

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 2.2.3 (部分積分法). a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → Rを [a, b]上の微分可能関数とするとき, f ′, g′

が [a, b]で可積分ならば, fg′, f ′gは [a, b]で可積分であり,∫ b

a
f(x)g′(x)dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−

∫ b

a
f ′(x)g(x)dx

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例 (Wallis積分). 　

(1) In =

∫ π
2

0
sinn xdx (n ∈ N)とおくと,

In =


(n− 1)!!

n!!
· π
2

(n :偶数),

(n− 1)!!

n!!
(n :奇数)

が成り立つ. ただし,

(−1)!! = 1, 0!! = 1, n!! =

n(n− 2) · · · 4 · 2 (n :偶数),

n(n− 2) · · · 3 · 1 (n :奇数).

(2) Jn =

∫ π
2

0
cosn xdx (n ∈ N)とおくと,

Jn = In =


(n− 1)!!

n!!
· π
2

(n :偶数),

(n− 1)!!

n!!
(n :奇数)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 2.2.3 (Wallisの公式 I). 数列 {an}n≥1を

an =
{(2n)!!}2

(2n− 1)!!(2n+ 1)!!
(n ∈ N, n ≥ 1)

によって定義すると, lim
n→∞

an =
π

2
となる.
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証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 2.2.4 (Wallisの公式 II). 数列 {an}n∈Nを

an =
(2n)!!

(2n+ 1)!!
(n ∈ N)

によって定義すると, lim
n→∞

√
nan =

√
π

2
となる.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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2.3 可積分関数列の極限

• 可積分関数空間
定義 2.3.1. a, b ∈ R, a < bとする.

(1) [a, b]上可積分関数全体の集合を
R1([a, b]) = {f : [a, b] → R ; f は [a, b]で可積分である }

と書く.

(2) 任意の f ∈ R1([a, b])に対し,

∥f∥∞ = sup
a≤x≤b

|f(x)|

を f の [a, b]での上限ノルムと言う.

R∞([a, b]), C([a, b]), R1([a, b])の包含関係� �
C([a, b]) ⊊ R1([a, b]) ⊊ R∞([a, b]).� �

命題 2.3.1. a, b ∈ R, a < bとすると, R1([a, b])は F ([a, b])の部分空間である. つまり, 次の (i)–(iii)を
満たす.

(i) 0 ∈ R1([a, b]).

(ii) f, g ∈ R1([a, b]) ⇒ f + g ∈ R1([a, b]).

(iii) c ∈ R, f ∈ R1([a, b]) ⇒ cf ∈ R1([a, b]).

証明. 省略 (命題 2.1.1).

命題 2.3.2. a, b ∈ R, a < bとすると, (R1([a, b]), ∥ ∗ ∥∞)はノルム空間である. つまり, 次の (i)–(iii)を
満たす.

(i) ∀f ∈ R1([a, b]), (∥f∥∞ ≥ 0) ∧ (∥f∥∞ = 0 ⇔ f = 0).

(ii) (三角不等式) ∥f + g∥∞ ≤ ∥f∥∞ + ∥g∥∞ (f, g ∈ R1([a, b])).

(iii) ∥cf∥∞ = |c|∥f∥∞ (c ∈ R, f ∈ R1([a, b])).

証明. 省略 (命題 1.2.3).

定義 2.3.2. a, b ∈ R, a < bとする. f : N → R1([a, b])をR1([a, b])の関数列と言う. このとき,

f(n) = fn (n ∈ N), f = {fn}n∈N

と書き, fnを {fn}n∈Nの一般項と言う.

命題 2.3.3 (一様収束の閉性). a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈Nを R1([a, b])の関数列とするとき, {fn}n∈Nが
f ∈ F ([a, b])に [a, b]で一様収束すれば, f ∈ R1([a, b])である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Cauchyの定理
定義 2.3.3. a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈N を R1([a, b])の関数列とする. {fn}n∈N が R1([a, b])に収束する
とは,

lim
n→∞

∥fn − f∥∞ = 0

となる f ∈ R1([a, b])が存在することを言う.

定義 2.3.4. a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈NをR1([a, b])の関数列とする. {fn}n∈NがR1([a, b])のCauchy列
であるとは, 任意の ε > 0に対してあるN(ε) ∈ Nが存在し, m,n ≥ N(ε)を満たす任意のm,n ∈ Nに
対して

∥fn − fm∥∞ < ε

が成り立つことを言う.

定義 2.3.4の論理式� �
∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N, ∀m,n ∈ N, (m,n ≥ N(ε) ⇒ ∥fn − fm∥∞ < ε).� �

命題 2.3.4. a, b ∈ R, a < bとするとき, R1([a, b])の関数列 {fn}n∈NがR1([a, b])に収束すれば, {fn}n∈N
はR1([a, b])の Cauchy列である.

証明. 省略 (命題 1.2.6).

定理 2.3.1 (Cauchyの定理). a, b ∈ R, a < bとするとき, R1([a, b])の関数列 {fn}n∈Nが R1([a, b])の
Cauchy列ならば, {fn}n∈NはR1([a, b])に収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 項別微積分定理
定理 2.3.2 (項別積分定理). a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈N を R1([a, b])の関数列とするとき, {fn}n∈N が
f ∈ F ([a, b])に [a, b]で一様収束すれば, f ∈ R1([a, b])であり,∫ b

a
f(x)dx = lim

n→∞

∫ b

a
fn(x)dx

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 2.3.3 (項別微分定理). a, b ∈ R, a < bとし,

C1([a, b]) = {f : [a, b] → R ; f は [a, b]で C1級である }

とおく. {fn}n∈NをC1([a, b])の関数列とするとき, {fn}n∈Nが f ∈ F ([a, b])に [a, b]で各点収束し, かつ
{f ′n}n∈Nが g ∈ F ([a, b])に [a, b]で一様収束すれば, f ∈ C1([a, b]), g ∈ C([a, b])であり,

f ′(x) = g(x) (a ≤ x ≤ b)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

24



第3章 広義積分の収束・発散

3.1 [a,∞)での広義積分

• 関数の上極限・下極限
定義 3.1.1. a ∈ R, f : [a,∞) → Rを [a,∞)上の関数とする.

lim sup
x→∞

f(x) = lim
M→∞

(
sup
x≥M

f(x)

)
, lim inf

x→∞
f(x) = lim

M→∞

(
inf
x≥M

f(x)

)
をそれぞれ f の x→ ∞での上極限, 下極限と言う.

注意. a ∈ R, f : [a,∞) → Rを [a,∞)上の関数とすると, f の x→ ∞での上極限・下極限は

lim sup
x→∞

f(x), lim inf
x→∞

f(x) ∈ R = R ∪ {±∞}

として存在する.

命題 3.1.1. a ∈ R, f : [a,∞) → Rを [a,∞)上の関数とすると,

lim inf
x→∞

f(x) ≤ lim sup
x→∞

f(x)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

補題 3.1.1. a ∈ R, F : [a,∞) → Rを [a,∞)上の関数, α ∈ Rとし, F ([a,∞)) = {F (M) ; M ≥ a} ⊆ R
とおくとき, α = inf

M≥a
F (M)であるための必要十分条件は, αが次の (i), (ii)を満たすことである.

(i) αは F ([a,∞))の下界である.

(ii) 任意の y > αに対し, y > F (M(y))を満たすM(y) ≥ aが存在する.

証明. 省略 (微分積分学 I).

補題 3.1.2. a ∈ R, F : [a,∞) → Rを [a,∞)上の関数, α ∈ Rとし, F ([a,∞)) = {F (M) ; M ≥ a} ⊆ R
とおくとき, α = sup

M≥a
F (M)であるための必要十分条件は, αが次の (i), (ii)を満たすことである.

(i) αは F ([a,∞))の上界である.

(ii) 任意の y < αに対し, y < F (M(y))を満たすM(y) ≥ aが存在する.
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証明. 省略 (微分積分学 I).

定理 3.1.1. a ∈ R, f : [a,∞) → Rを [a,∞)上の関数とすると,

lim sup
x→∞

f(x) = inf
M≥a

(
sup
x≥M

f(x)

)
, lim inf

x→∞
f(x) = sup

M≥a

(
inf
x≥M

f(x)

)
が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

補題 3.1.3. a ∈ R, f : [a,∞) → Rを [a,∞)上の関数, α ∈ Rとするとき, α = lim sup
x→∞

f(x)であるため
の必要十分条件は, αが次の (i), (ii)を満たすことである.

(i) 任意の y > αに対してあるM(y) ≥ aが存在し, 任意の x ≥M(y)に対して y > f(x)が成り立つ.

(ii) 任意の y < α, M ≥ aに対し, y < f(x(y,M))を満たす x(y,M) ≥M が存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

補題 3.1.4. a ∈ R, f : [a,∞) → Rを [a,∞)上の関数, α ∈ Rとするとき, α = lim inf
x→∞

f(x)であるため
の必要十分条件は, αが次の (i), (ii)を満たすことである.

(i) 任意の y < αに対してあるM(y) ≥ aが存在し, 任意の x ≥M(y)に対して y < f(x)が成り立つ.

(ii) 任意の y > α, M ≥ aに対し, y > f(x(y,M))を満たす x(y,M) ≥M が存在する.

証明. 省略 (補題 3.1.3).

定理 3.1.2. a ∈ R, f : [a,∞) → Rを [a,∞)上の関数とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) x→ ∞のとき, f(x)は収束する.

(ii) lim inf
x→∞

f(x) = lim sup
x→∞

f(x) ∈ R.

さらに, f が (i)または (ii)を満たせば, lim
x→∞

f(x) = lim inf
x→∞

f(x) = lim sup
x→∞

f(x)が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

注意. f の x→ −∞での上極限 lim sup
x→−∞

f(x)・下極限 lim inf
x→−∞

f(x)も, 定義 3.1.1と同様に定義される.
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• 広義積分
定義 3.1.2. a ∈ R, f : [a,∞) → Rを [a,∞)上の関数とする. f が [a,∞)で広義可積分であるとは, f

が次の (i), (ii)を満たすことを言う.

(i) 任意の v > aに対して f は [a, v]で可積分である.

(ii) lim
v→∞

∫ v

a
f(x)dxは収束する.

このとき,

lim
v→∞

∫ v

a
f(x)dx =

∫ ∞

a
f(x)dx

と書き,

∫ ∞

a
f(x)dxを f の [a,∞)での広義積分と言う.

注意. [a,∞)での広義積分に対しても, 積分の基本性質が成り立つ.

命題 3.1.2. a > 0とすると, 任意の α ∈ Rに対して

lim
v→∞

∫ v

a

1

xα
dx =

∞ (α ≤ 1),
1

(α− 1)aα−1
(α > 1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 広義積分の収束判定法
命題 3.1.3 (比較判定法). a ∈ R, f, g : [a,∞) → (0,∞)を定義 3.1.2(i)を満たす [a,∞)上の正値関数と
する.

(1) 0 ≤ lim sup
x→∞

f(x)

g(x)
<∞, かつ lim

v→∞

∫ v

a
g(x)dxが収束すれば, lim

v→∞

∫ v

a
f(x)dxは収束する.

(2) 0 < lim inf
x→∞

f(x)

g(x)
≤ ∞, かつ lim

v→∞

∫ v

a
g(x)dxが発散すれば, lim

v→∞

∫ v

a
f(x)dxは発散する.

(3) 0 < lim
x→∞

f(x)

g(x)
<∞ならば, lim

v→∞

∫ v

a
f(x)dx, lim

v→∞

∫ v

a
g(x)dxは共に収束するか, または発散する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 3.1.4 (次数判定法). a ∈ R, f : [a,∞) → (0,∞)を定義 3.1.2(i)を満たす [a,∞)上の正値関数と
する.

(1) 0 ≤ lim sup
x→∞

xαf(x) <∞を満たす α > 1が存在すれば, lim
v→∞

∫ v

a
f(x)dxは収束する.

(2) 0 < lim inf
x→∞

xαf(x) ≤ ∞を満たす α ≤ 1が存在すれば, lim
v→∞

∫ v

a
f(x)dxは発散する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 広義積分の絶対収束・条件収束
定義 3.1.3. a ∈ R, f : [a,∞) → Rを定義 3.1.2(i)を満たす [a,∞)上の関数とする.

(1)

∫ ∞

a
f(x)dxが絶対収束するとは, lim

v→∞

∫ v

a
|f(x)|dxが収束することを言う.

(2)

∫ ∞

a
f(x)dxが条件収束するとは, lim

v→∞

∫ v

a
f(x)dxが収束し, lim

v→∞

∫ v

a
|f(x)|dxが発散することを

言う.

補題 3.1.5. a ∈ R, F : [a,∞) → Rを [a,∞)上の関数とすると, 次 (i), (ii)は同値である.

(i) lim
v→∞

F (v)は収束する.

(ii) 任意の ε > 0に対してあるN(ε) ≥ aが存在し, 任意の u, v > N(ε)に対して

|F (v)− F (u)| < ε

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 I).

定理 3.1.3 (Cauchyの収束判定法). a ∈ R, f : [a,∞) → Rを定義 3.1.2(i)を満たす [a,∞)上の関数と
すると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) lim
v→∞

∫ v

a
f(x)dxは収束する.

(ii) 任意の ε > 0に対してあるN(ε) ≥ aが存在し, 任意の u, v > N(ε)に対して∣∣∣∣∫ v

u
f(x)dx

∣∣∣∣ < ε

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 3.1.5 (広義積分の三角不等式). a ∈ R, f : [a,∞) → Rを定義 3.1.2(i)を満たす [a,∞)上の関数と
するとき,

∫ ∞

a
f(x)dxが絶対収束すれば,

∫ ∞

a
f(x)dxは収束し,

∣∣∣∣∫ ∞

a
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

a
|f(x)|dx

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

注意. f の (−∞, b]での広義積分
∫ b

−∞
f(x)dxとその絶対収束・条件収束も, 定義 3.1.2, 定義 3.1.3と同

様に定義される.
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3.2 (a, b]での広義積分

• 関数の上極限・下極限
定義 3.2.1. a, b ∈ R, a < b, f : (a, b] → Rを (a, b]上の関数とする.

lim sup
x→a+0

f(x) = lim
δ→+0

(
sup

a<x≤a+δ
f(x)

)
, lim inf

x→a+0
f(x) = lim

δ→+0

(
inf

a<x≤a+δ
f(x)

)
をそれぞれ f の x→ a+ 0での上極限, 下極限と言う.

注意. a, b ∈ R, a < b, f : (a, b] → Rを (a, b]上の関数とすると, f の x→ a+ 0での上極限・下極限は

lim sup
x→a+0

f(x), lim inf
x→a+0

f(x) ∈ R = R ∪ {±∞}

として存在する.

命題 3.2.1. a, b ∈ R, a < b, f : (a, b] → Rを (a, b]上の関数とすると,

lim inf
x→a+0

f(x) ≤ lim sup
x→a+0

f(x)

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 3.1.1).

補題 3.2.1. c > 0, F : (0, c] → Rを (0, c]上の関数, α ∈ Rとし, F ((0, c]) = {F (δ) ; 0 < δ ≤ c} ⊆ R
とおくとき, α = inf

0<δ≤c
F (δ)であるための必要十分条件は, αが次の (i), (ii)を満たすことである.

(i) αは F ((0, c])の下界である.

(ii) 任意の y > αに対し, y > F (δ(y))を満たす 0 < δ(y) ≤ cが存在する.

証明. 省略 (微分積分学 I).

補題 3.2.2. c > 0, F : (0, c] → Rを (0, c]上の関数, α ∈ Rとし, F ((0, c]) = {F (δ) ; 0 < δ ≤ c} ⊆ R
とおくとき, α = sup

0<δ≤c
F (δ)であるための必要十分条件は, αが次の (i), (ii)を満たすことである.

(i) αは F ((0, c])の上界である.

(ii) 任意の y < αに対し, y < F (δ(y))を満たす 0 < δ(y) ≤ cが存在する.

証明. 省略 (微分積分学 I).

定理 3.2.1. a, b ∈ R, a < b, f : (a, b] → Rを (a, b]上の関数とすると,

lim sup
x→a+0

f(x) = inf
0<δ≤b−a

(
sup

a<x≤a+δ
f(x)

)
, lim inf

x→a+0
f(x) = sup

0<δ≤b−a

(
inf

a<x≤a+δ
f(x)

)
が成り立つ.
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証明. 省略 (定理 3.1.1).

補題 3.2.3. a, b ∈ R, a < b, f : (a, b] → Rを (a, b]上の関数, α ∈ Rとするとき, α = lim sup
x→a+0

f(x)であ
るための必要十分条件は, αが次の (i), (ii)を満たすことである.

(i) 任意の y > αに対してある 0 < δ(y) ≤ b−aが存在し, 任意の a < x ≤ a+ δ(y)に対して y > f(x)

が成り立つ.

(ii) 任意の y < α, 0 < δ ≤ b− aに対し, y < f(x(y, δ))を満たす a < x(y, δ) ≤ bが存在する.

証明. 省略 (補題 3.1.3).

補題 3.2.4. a, b ∈ R, a < b, f : (a, b] → Rを (a, b]上の関数, α ∈ Rとするとき, α = lim inf
x→a+0

f(x)であ
るための必要十分条件は, αが次の (i), (ii)を満たすことである.

(i) 任意の y < αに対してある 0 < δ(y) ≤ b−aが存在し, 任意の a < x ≤ a+ δ(y)に対して y < f(x)

が成り立つ.

(ii) 任意の y > α, 0 < δ ≤ b− aに対し, y > f(x(y, δ))を満たす a < x(y, δ) ≤ bが存在する.

証明. 省略 (補題 3.1.4).

定理 3.2.2. a, b ∈ R, a < b, f : (a, b] → Rを (a, b]上の関数とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) x→ a+ 0のとき, f(x)は収束する.

(ii) lim inf
x→a+0

f(x) = lim sup
x→a+0

f(x) ∈ R.

さらに, f が (i)または (ii)を満たせば, lim
x→a+0

f(x) = lim inf
x→a+0

f(x) = lim sup
x→a+0

f(x)が成り立つ.

証明. 省略 (定理 3.1.2).

注意. f の x→ b− 0での上極限 lim sup
x→b−0

f(x)・下極限 lim inf
x→b−0

f(x)も, 定義 3.2.1と同様に定義される.
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• 広義積分
定義 3.2.2. a, b ∈ R, a < b, f : (a, b] → Rを (a, b]上の関数とする. f が (a, b]で広義可積分であると
は, f が次の (i), (ii)を満たすことを言う.

(i) 任意の a < u < bに対して f は [u, b]で可積分である.

(ii) lim
u→a+0

∫ b

u
f(x)dxは収束する.

このとき,

lim
u→a+0

∫ b

u
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx

と書き,

∫ b

a
f(x)dxを f の (a, b]での広義積分と言う.

注意. (a, b]での広義積分に対しても, 積分の基本性質が成り立つ.

命題 3.2.2. a, b ∈ R, a < bとすると, 任意の α ∈ Rに対して

lim
u→a+0

∫ b

u

1

(x− a)α
dx =


(b− a)1−α

1− α
(α < 1),

∞ (α ≥ 1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 広義積分の収束判定法
命題 3.2.3 (比較判定法). a, b ∈ R, a < b, f, g : (a, b] → (0,∞)を定義 3.2.2(i)を満たす (a, b]上の正値
関数とする.

(1) 0 ≤ lim sup
x→a+0

f(x)

g(x)
<∞, かつ lim

u→a+0

∫ b

u
g(x)dxが収束すれば, lim

u→a+0

∫ b

u
f(x)dxは収束する.

(2) 0 < lim inf
x→a+0

f(x)

g(x)
≤ ∞, かつ lim

u→a+0

∫ b

u
g(x)dxが発散すれば, lim

u→a+0

∫ b

u
f(x)dxは発散する.

(3) 0 < lim
x→a+0

f(x)

g(x)
<∞ならば, lim

u→a+0

∫ b

u
f(x)dx, lim

u→a+0

∫ b

u
g(x)dxは共に収束するか, または発散

する.

証明. 省略 (命題 3.1.3).

命題 3.2.4 (次数判定法). a, b ∈ R, a < b, f : (a, b] → (0,∞)を定義 3.2.2(i)を満たす (a, b]上の正値関
数とする.

(1) 0 ≤ lim sup
x→a+0

(x− a)αf(x) <∞を満たす α < 1が存在すれば, lim
u→a+0

∫ b

u
f(x)dxは収束する.

(2) 0 < lim inf
x→a+0

(x− a)αf(x) ≤ ∞を満たす α ≥ 1が存在すれば, lim
u→a+0

∫ b

u
f(x)dxは発散する.

証明. 省略 (命題 3.1.4).
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• 広義積分の絶対収束・条件収束
定義 3.2.3. a, b ∈ R, a < b, f : (a, b] → Rを定義 3.2.2(i)を満たす (a, b]上の関数とする.

(1)

∫ b

a
f(x)dxが絶対収束するとは, lim

u→a+0

∫ b

u
|f(x)|dxが収束することを言う.

(2)

∫ b

a
f(x)dxが条件収束するとは, lim

u→a+0

∫ b

u
f(x)dxが収束し, lim

u→a+0

∫ b

u
|f(x)|dxが発散すること

を言う.

補題 3.2.5. a, b ∈ R, a < b, F : (a, b] → Rを (a, b]上の関数とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) lim
u→a+0

F (u)は収束する.

(ii) 任意の ε > 0に対してある 0 < δ(ε) ≤ b− aが存在し, 任意の a < u, v < a+ δ(ε)に対して

|F (v)− F (u)| < ε

が成り立つ.

証明. 省略 (微分積分学 I).

定理 3.2.3 (Cauchyの収束判定法). a, b ∈ R, a < b, f : (a, b] → Rを定義 3.2.2(i)を満たす (a, b]上の
関数とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) lim
u→a+0

∫ b

u
f(x)dxは収束する.

(ii) 任意の ε > 0に対してある 0 < δ(ε) ≤ b− aが存在し, 任意の a < u, v < a+ δ(ε)に対して∣∣∣∣∫ v

u
f(x)dx

∣∣∣∣ < ε

が成り立つ.

証明. 省略 (定理 3.1.3).

命題 3.2.5 (広義積分の三角不等式). a, b ∈ R, a < b, f : (a, b] → Rを定義 3.2.2(i)を満たす (a, b]上の
関数とするとき,

∫ b

a
f(x)dxが絶対収束すれば,

∫ b

a
f(x)dxは収束し,

∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(x)|dx

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 3.1.5).

注意. f の [a, b)での広義積分
∫ b

a
f(x)dxとその絶対収束・条件収束も, 定義 3.2.2, 定義 3.2.3と同様に

定義される.
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3.3 Gamma関数とBeta関数

• Gamma関数
命題 3.3.1. 任意の x > 0に対して

lim
u→+0

∫ 1

u
tx−1e−tdt, lim

v→∞

∫ v

1
tx−1e−tdt

は収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 3.3.1.

Γ(x) =

∫ ∞

0
tx−1e−tdt (x > 0)

によって定義される Γ : (0,∞) → RをGamma関数と言う.

注意. 任意の x > 0に対して

lim
u→+0

∫ 1

u
tx−1e−tdt+ lim

v→∞

∫ v

1
tx−1e−tdt =

∫ ∞

0
tx−1e−tdt

が成り立つ.

命題 3.3.2. Γ : (0,∞) → RをGamma関数とする.

(1) Γ(x) > 0 (x > 0).

(2) Γ(1) = 1.

(3) Γ(x+ 1) = xΓ(x) (x > 0).

(4) Γ(n+ 1) = n! (n ∈ N).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Beta関数
命題 3.3.3. 任意の x, y > 0に対して

lim
u→+0

∫ 1
2

u
tx−1(1− t)y−1dt, lim

v→1−0

∫ v

1
2

tx−1(1− t)y−1dt

は収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 3.3.2.

B(x, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt (x, y > 0)

によって定義されるB : (0,∞)2 → RをBeta関数と言う.

注意. 任意の x, y > 0に対して

lim
u→+0

∫ 1
2

u
tx−1(1− t)y−1dt+ lim

v→1−0

∫ v

1
2

tx−1(1− t)y−1dt =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt

が成り立つ.

命題 3.3.4. Γ : (0,∞) → RをGamma関数, B : (0,∞)2 → Rを Beta関数とする.

(1) B(x, y) = B(y, x) (x, y > 0).

(2) B(m,n) =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)
(m,n ∈ N, m, n ≥ 1).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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3.4 領域の面積

• 縦線閉領域の面積
定義 3.4.1. a, b ∈ R, a < b, φ,ψ : [a, b] → Rを [a, b]上の可積分関数で, φ ≤ ψ, つまり, ∀x ∈ [a, b],

φ(x) ≤ ψ(x)を満たすものとする.

(1) D = {(x, y) ∈ R2 ; a ≤ x ≤ b, φ(x) ≤ y ≤ ψ(x)}を R2の縦線閉領域と言う.

(2) a(D) =

∫ b

a
(ψ(x)− φ(x))dxをDの面積と言う.

例 (楕円領域). a, b > 0とし, D =

{
(x, y) ∈ R2 ;

(x
a

)2
+
(y
b

)2
≤ 1

}
とおくと,

a(D) = πab

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 3.4.2. I ⊆ Rを Rの有界閉でない区間, φ,ψ : I → Rを I 上の広義可積分関数で, φ ≤ ψ, つまり,

x ∈ I, φ(x) ≤ ψ(x)を満たすものとする.

(1) D = {(x, y) ∈ R2 ; x ∈ I, φ(x) ≤ y ≤ ψ(x)}を R2の広義縦線閉領域と言う.

(2) a(D) =

∫
I
(ψ(x)− φ(x))dxをDの面積と言う.

例 (層状領域). a > 0とし, D =

{
(x, y) ∈ R2 ; x ∈ R, − 1

x2 + a2
≤ y ≤ 1

x2 + a2

}
とおくと,

a(D) =
2π

a

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 極閉領域の面積
定義 3.4.3. 任意の (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}に対し,

(x, y) = (r cos θ, r sin θ)

によって定義される (r, θ) ∈ (0,∞)× [0, 2π)を (x, y)の極座標と言い,

arg(x, y) = θ

を (x, y)の偏角 (argument)と言う. (x, y) = (0, 0)に対しては, r = 0によって定義し, θは定義しない.

例 (レムニスケート). a > 0とし, D = {(x, y) ∈ R2 ; (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2)}とおく. Dを極座標
(r, θ)で表すと,

D =
{
(r, θ) ∈ [0,∞)× [0, 2π] ; 0 ≤ θ ≤ 2π, r2 = 2a2 cos 2θ

}
が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 3.4.4. 0 ≤ α, β ≤ 2π, α < β, φ : [α, β] → [0,∞)を [α, β]上の非負値可積分関数とする.

(1) D = {(r, θ) ∈ [0,∞)× [0, 2π] ; α ≤ θ ≤ β, 0 ≤ r ≤ φ(θ)}を R2の極閉領域と言う.

(2) a(D) =
1

2

∫ β

α
φ(θ)2dθをDの面積と言う.

例 (レムニスケート). a > 0とし, D = {(x, y) ∈ R2 ; (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2)}とおくと,

a(D) = 2a2

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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3.5 曲線の長さ

• C1級パラメータ曲線
定義 3.5.1. a, b ∈ R, a < b, x, y : [a, b] → Rを [a, b]上の C1級関数とする.

(1) (x, y) : [a, b] → R2を R2上の向き付けられたC1級パラメータ曲線と言う.

(2) C = {(x(t), y(t)) ; a ≤ t ≤ b}を (x, y)の跡と言う.

定義 3.5.2. k ∈ {0, 1}, ak, bk ∈ R, ak < bk, (xk, yk) : [ak, bk] → R2を R2上の向き付けられた C1級パ
ラメータ曲線とする. (x0, y0)が (x1, y1)に向きを込めてC1級同値であるとは, 次の (i), (ii)を満たす
[a0, b0]上の C1級関数 φ : [a0, b0] → [a1, b1]が存在することを言う.

(i) φ(a0) = a1, φ(b0) = b1, φ
′(t) > 0 (a0 ≤ t ≤ b0).

(ii) x0(t) = (x1 ◦ φ)(t), y0(t) = (y1 ◦ φ)(t) (a0 ≤ t ≤ b0).

このとき, (x0, y0) ∼ (x1, y1)と書く.

命題 3.5.1. ∼はR2上の向き付けられたC1級パラメータ曲線の同値関係である. つまり, 次の (i)–(iii)

を満たす.

(i) (反射律) (x, y) ∼ (x, y).

(ii) (対称律) (x0, y0) ∼ (x1, y1) ⇒ (x1, y1) ∼ (x0, y0).

(iii) (推移律) (x0, y0) ∼ (x1, y1), (x1, y1) ∼ (x2, y2) ⇒ (x0, y0) ∼ (x2, y2).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 3.5.3. a, b ∈ R, a < b, (x, y) : [a, b] → R2をR2上の向き付けられたC1級パラメータ曲線とする.

(1) [(x, y)] = {(ξ, η) ; (x, y) ∼ (ξ, η)}を R2上の向き付けられたC1級曲線と言う.

(2) C = {(x(t), y(t)) ; a ≤ t ≤ b}を [(x, y)]の跡と言う.
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• C1級パラメータ曲線の長さ
命題 3.5.2 (曲線の長さの well-definedness). a, b ∈ R, a < b, (x, y) : [a, b] → R2を R2上の向き付けら
れた C1 級パラメータ曲線とすると, 任意の (ξ, η) ∈ [(x, y)], c, d ∈ R, c < d, (ξ, η) : [c, d] → R2 に対
して ∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2dt =

∫ d

c

√
ξ′(u)2 + η′(u)2du

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 3.5.4. a, b ∈ R, a < b, (x, y) : [a, b] → R2を R2上の向き付けられた C1級パラメータ曲線とし,

C = {(x(t), y(t)) ; a ≤ t ≤ b}とおく.

l(C) =

∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2dt

を C の長さと言う.

注意 (命題 3.5.2). R2上の向き付けられた C1級曲線の長さは, パラメータの選択に依存しない.

例 (サイクロイド). a > 0とし, C = {(a(t− sin t), a(1− cos t)) ; 0 ≤ t ≤ 2π}とおくと,

l(C) = 8a

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 直交座標上のC1級曲線の長さ
定義 3.5.5. a, b ∈ R, a < b, φ : [a, b] → Rを [a, b]上の C1級関数とする.

G(φ) = {(x, y) ∈ R2 ; a ≤ x ≤ b, y = φ(x)}

を φのグラフと言う.

命題 3.5.3. a, b ∈ R, a < b, φ : [a, b] → Rを [a, b]上の C1級関数とすると,

l(G(φ)) =

∫ b

a

√
1 + φ′(x)2dx

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例 (放物線). a, p > 0とし, C =

{
(x, y) ∈ R2 ; 0 ≤ x ≤ a, y =

x2

4p

}
とおくと,

l(C) =
1

2

{
a

√
a2

4p2
+ 1 + 2p log

(
a

2p
+

√
a2

4p2
+ 1

)}

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 極座標上のC1級曲線の長さ
定義 3.5.6. 0 ≤ α, β ≤ 2π, α < β, φ : [α, β] → [0,∞)を [α, β]上の非負値 C1級関数とする.

G(φ) = {(r, θ) ∈ [0,∞)× [0, 2π] ; α ≤ θ ≤ β, r = φ(θ)}

を φのグラフと言う.

命題 3.5.4. 0 ≤ α, β ≤ 2π, α < β, φ : [α, β] → [0,∞)を [α, β]上の非負値 C1級関数とすると,

l(G(φ)) =

∫ β

α

√
φ(θ)2 + φ′(θ)2dθ

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例 (カージオイド). a > 0とし, C = {(r, θ) ∈ [0,∞)× [0, 2π] ; 0 ≤ θ ≤ 2π, r = a(1+cos θ)}とおくと,

l(C) = 8a

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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第4章 級数の収束・発散

4.1 数列の上極限・下極限
定義 4.1.1. {an}n∈Nを数列とする.

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞

(
sup
m≥n

am

)
, lim inf

n→∞
an = lim

n→∞

(
inf
m≥n

am

)
をそれぞれ {an}n∈Nの上極限, 下極限と言う.

注意. {an}n∈Nを数列とすると, {an}n∈Nの上極限・下極限は

lim sup
n→∞

an, lim inf
n→∞

an ∈ R = R ∪ {±∞}

として存在する.

命題 4.1.1. {an}n∈Nを数列とすると,

lim inf
n→∞

an ≤ lim sup
n→∞

an

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

補題 4.1.1. {An}n∈Nを数列, α ∈ Rとし, A(N) = {An ; n ∈ N} ⊆ Rとおくとき, α = inf
n∈N

Anである
ための必要十分条件は, αが次の (i), (ii)を満たすことである.

(i) αはA(N)の下界である.

(ii) 任意の x > αに対し, x > AN(x)を満たすN(x) ∈ Nが存在する.

証明. 省略 (微分積分学 I).

補題 4.1.2. {An}n∈Nを数列, α ∈ Rとし, A(N) = {An ; n ∈ N} ⊆ Rとおくとき, α = sup
n∈N

Anである
ための必要十分条件は, αが次の (i), (ii)を満たすことである.

(i) αはA(N)の上界である.

(ii) 任意の x < αに対し, x < AN(x)を満たすN(x) ∈ Nが存在する.

証明. 省略 (微分積分学 I).
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定理 4.1.1. {an}n∈Nを数列とすると,

lim sup
n→∞

an = inf
n∈N

(
sup
m≥n

am

)
, lim inf

n→∞
an = sup

n∈N

(
inf
m≥n

am

)
が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

補題 4.1.3. {an}n∈Nを数列, α ∈ Rとするとき, α = lim sup
n→∞

anであるための必要十分条件は, αが次
の (i), (ii)を満たすことである.

(i) 任意の x > αに対してあるN(x) ∈ Nが存在し, 任意のm ≥ N(x)に対して x > amが成り立つ.

(ii) 任意の x < α, N ∈ Nに対し, x < am(x,N)を満たすm(x,N) ≥ N が存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

補題 4.1.4. {an}n∈Nを数列, α ∈ Rとするとき, α = lim inf
n→∞

anであるための必要十分条件は, αが次の
(i), (ii)を満たすことである.

(i) 任意の x < αに対してあるN(x) ∈ Nが存在し, 任意のm ≥ N(x)に対して x < amが成り立つ.

(ii) 任意の x > α, N ∈ Nに対し, x > am(x,N)を満たすm(x,N) ≥ N が存在する.

証明. 省略 (補題 4.1.3).

定理 4.1.2. {an}n∈Nを数列とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) {an}n∈Nは収束する.

(ii) lim inf
n→∞

an = lim sup
n→∞

an ∈ R.

さらに, {an}n∈Nが (i)または (ii)を満たせば, lim
n→∞

an = lim inf
n→∞

an = lim sup
n→∞

anが成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

44



4.2 級数とその収束判定法

• 級数
定義 4.2.1. {an}n∈Nを数列とする.

SN =

N∑
n=0

an (N ∈ N)

によって定義される {SN}N∈Nを {an}n∈Nの級数と言い, SN を {SN}N∈Nの第N 部分和と言う.

定義 4.2.2. {an}n∈Nを数列, {SN}N∈Nを {an}n∈Nの級数とする.

(1) {SN}N∈Nが S ∈ Rに収束するとは,

lim
N→∞

SN = S

となることを言う. このとき, S =

∞∑
n=0

anと書き,
∞∑
n=0

anを {SN}N∈Nの和と言う.

(2) {SN}N∈Nが∞ (または−∞)に発散するとは,

lim
N→∞

SN = ∞
(
または lim

N→∞
SN = −∞

)

となることを言う. このとき,
∞∑
n=0

an = ∞

(
または

∞∑
n=0

an = −∞

)
と書く.

注意. 数列の有限個の項を付け加えたり取り除いたりしても, その級数の収束・発散には関係しない.

命題 4.2.1. {an}n∈Nを数列とするとき,

∞∑
n=0

anが収束すれば, lim
n→∞

an = 0となる.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 4.2.1 (Cauchyの収束判定法). {an}n∈Nを数列とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i)

∞∑
n=0

anは収束する.

(ii) 任意の ε > 0に対してあるN(ε) ∈ Nが存在し, M,N ≥ N(ε)を満たす任意のM,N ∈ Nに対して∣∣∣∣∣
N∑

n=0

an −
M∑
n=0

an

∣∣∣∣∣ < ε

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

注意. 命題 4.2.1の逆は成り立たない.
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例 (調和級数).

∞∑
n=1

1

n
= ∞.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.2.2 (和・スカラー倍の級数). {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列, c ∈ Rとする.

(1)

∞∑
n=0

an,

∞∑
n=0

bnが収束すれば,

∞∑
n=0

(an + bn)は収束し,

∞∑
n=0

(an + bn) =
∞∑
n=0

an +
∞∑
n=0

bn

が成り立つ.

(2)
∞∑
n=0

anが収束すれば,
∞∑
n=0

(can)は収束し,

∞∑
n=0

(can) = c

∞∑
n=0

an

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 級数の収束判定法 I

定義 4.2.3. {an}n∈Nを正数列 (⇔ ∀n ∈ N, an > 0)とする.

SN =
N∑

n=0

an (N ∈ N)

によって定義される {SN}N∈Nを {an}n∈Nの正項級数と言い, SN を {SN}N∈Nの第N 部分和と言う.

命題 4.2.3 (比較判定法). {an}n∈N, {bn}n∈Nを正数列とする.

(1) 0 ≤ lim sup
n→∞

an
bn

<∞, かつ
∞∑
n=0

bnが収束すれば,
∞∑
n=0

anは収束する.

(2) 0 < lim inf
n→∞

an
bn

≤ ∞, かつ
∞∑
n=0

bnが発散すれば,

∞∑
n=0

anは発散する.

(3) 0 < lim
n→∞

an
bn

<∞ならば,

∞∑
n=0

an,
∞∑
n=0

bnは共に収束するか, または発散する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.2.4 (d’Alembertの収束判定法). {an}n∈Nを正数列とする.

(1) lim sup
n→∞

an+1

an
< 1ならば,

∞∑
n=0

anは収束する.

(2) lim inf
n→∞

an+1

an
> 1ならば,

∞∑
n=0

anは発散する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例. 　

(1)

∞∑
n=0

(n!)2

(2n)!
は収束する.

(2)
∞∑
n=1

n!

nn
は収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.2.5 (Cauchyの収束判定法). {an}n∈Nを正数列とする.

(1) lim sup
n→∞

n
√
an < 1ならば,

∞∑
n=0

anは収束する.

(2) lim sup
n→∞

n
√
an > 1ならば,

∞∑
n=0

anは発散する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

47



例. 　

(1)

∞∑
n=1

( n
√
n− 1)nは収束する.

(2)

∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n2

は収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 級数の収束判定法 II

命題 4.2.6 (Euler-Maclaurinの不等式). a ∈ N, f : [a,∞) → (0,∞)を [a,∞)上の単調減少正値関数と
すると, 任意のN ∈ N, N ≥ aに対して∫ N

a
f(x)dx+ f(N) ≤

N∑
n=a

f(n) ≤ f(a) +

∫ N

a
f(x)dx

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例 (Eulerの不等式). 任意の n ∈ N, n ≥ 1に対して
1

n
≤ 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− log n ≤ 1

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 4.2.2 (Euler-Maclaurinの収束判定法). a ∈ N, f : [a,∞) → (0,∞)を [a,∞)上の単調減少正値関
数とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i)
∞∑
n=a

f(n)は収束する.

(ii)

∫ ∞

a
f(x)dxは収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.2.7. 任意の α ∈ Rに対して
∞∑
n=1

1

nα
は
収束する (α > 1),

発散する (α ≤ 1).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.2.8 (次数判定法). {an}n∈Nを正数列とする.

(1) 0 ≤ lim sup
n→∞

nαan <∞を満たす α > 1が存在すれば,

∞∑
n=0

anは収束する.

(2) 0 < lim inf
n→∞

nαan ≤ ∞を満たす α ≤ 1が存在すれば,

∞∑
n=0

anは発散する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例. 任意の α ∈ Rに対して
∞∑
n=1

1

nα
log

(
1 +

1

n

)
は
収束する (α > 0),

発散する (α ≤ 0).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Abelの定理
命題 4.2.9 (部分和分法). {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列とすると, M ≤ N を満たす任意のM,N ∈ Nに対
して

N∑
n=M

an(bn+1 − bn) = aN+1bN+1 − aMbM −
N∑

n=M

(an+1 − an)bn+1

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 4.2.3 (Abelの定理). {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列で, 次の (i)–(iii)を満たすものとする.

(i)

∞∑
n=0

|an+1 − an|は収束する.

(ii) lim
n→∞

an = 0.

(iii)

{
N∑

n=0

bn

}
N∈N

は有界である.

このとき,
∞∑
n=0

anbnは収束し,

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

anbn

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|an+1 − an| sup
N∈N

∣∣∣∣∣
N∑

n=0

bn

∣∣∣∣∣
が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 4.2.4 (Leibnizの定理). {an}n∈Nを数列で, 次の (i), (ii)を満たすものとする.

(i)

∞∑
n=0

|an+1 − an|は収束する.

(ii) lim
n→∞

an = 0.

このとき,
∞∑
n=0

(−1)nanは収束し,

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

(−1)nan

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|an+1 − an|

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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4.3 級数の絶対収束・無条件収束

• 級数の絶対収束・条件収束
定義 4.3.1. {an}n∈Nを数列とする.

(1)

∞∑
n=0

anが絶対収束するとは,

∞∑
n=0

|an|が収束することを言う.

(2)

∞∑
n=0

anが条件収束するとは,

∞∑
n=0

anが収束し,

∞∑
n=0

|an|が発散することを言う.

命題 4.3.1 (級数の三角不等式). {an}n∈Nを数列とするとき,

∞∑
n=0

anが絶対収束すれば,

∞∑
n=0

anは収束し,

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

an

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|an|

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例.

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
は条件収束し,

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= log 2

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.3.2 (和・スカラー倍の級数). {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列, c ∈ Rとする.

(1)
∞∑
n=0

an,
∞∑
n=0

bnが絶対収束すれば,
∞∑
n=0

(an + bn)は絶対収束し,

∞∑
n=0

(an + bn) =
∞∑
n=0

an +
∞∑
n=0

bn

が成り立つ.

(2)

∞∑
n=0

anが絶対収束すれば,

∞∑
n=0

(can)は絶対収束し,

∞∑
n=0

(can) = c
∞∑
n=0

an

が成り立つ.
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証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.3.3 (Cauchy積の級数). {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列とするとき,
∞∑
n=0

an,
∞∑
n=0

bnが絶対収束すれば,

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
は絶対収束し,

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
=

( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 級数の無条件収束
命題 4.3.4. {an}n∈Nを数列とし, 数列 {a±n }n∈Nを

a+n =
1

2
(|an|+ an), a−n =

1

2
(|an| − an) (n ∈ N)

によって定義する.

(1) an = a+n − a−n (n ∈ N).

(2) |an| = a+n + a−n (n ∈ N).

(3) a+n = max{an, 0}, a−n = max{0,−an} (n ∈ N).

(4) a+n ≥ 0, a−n ≥ 0 (n ∈ N).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.3.5. {an}n∈Nを数列とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i)
∞∑
n=0

anは絶対収束する.

(ii)

∞∑
n=0

a±n は収束する.

さらに, {an}n∈Nが (i)または (ii)を満たせば,

∞∑
n=0

an =
∞∑
n=0

a+n −
∞∑
n=0

a−n

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.3.6. {an}n∈Nを正数列とし, F = {F ⊆ N ; F は有限 }とおくと, 次の (i), (ii)は同値である.

(i)
∞∑
n=0

anは収束する.

(ii)

{∑
n∈F

an ; F ∈ F

}
は上に有界である.

さらに, {an}n∈Nが (i)または (ii)を満たせば,

∞∑
n=0

an = sup
F∈F

∑
n∈F

an

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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定義 4.3.2. {an}n∈Nを数列とする.

(1) Nから Nへの全単射 σ : N → Nを Nの置換と言う.

(2)

∞∑
n=0

anが無条件収束するとは, Nの任意の置換 σに対して
∞∑
n=0

aσ(n)が収束することを言う.

定理 4.3.1. {an}n∈Nを数列とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i)

∞∑
n=0

anは絶対収束する.

(ii)
∞∑
n=0

anは無条件収束する.

さらに, {an}n∈Nが (i)または (ii)を満たせば, Nの任意の置換 σに対して
∞∑
n=0

aσ(n) =

∞∑
n=0

an

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例.
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
の項を置換すると,

1− 1

2︸ ︷︷ ︸
+,−

+
1

3
− 1

4︸ ︷︷ ︸
+,−

+
1

5
− 1

6︸ ︷︷ ︸
+,−

+
1

7
− 1

8︸ ︷︷ ︸
+,−

+
1

9
− 1

10︸ ︷︷ ︸
+,−

+
1

11
− · · · ̸= 1 +

1

3
− 1

2︸ ︷︷ ︸
+,+,−

+
1

5
+

1

7
− 1

4︸ ︷︷ ︸
+,+,−

+
1

9
+

1

11
− 1

6︸ ︷︷ ︸
+,+,−

+ · · ·

となる.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

54



第5章 関数項級数, 整級数と実解析関数

5.1 関数項級数

• 関数項級数の各点収束・一様収束
定義 5.1.1. I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈Nを F (I)の関数列とする.

SN (x) =

N∑
n=0

fn(x) (N ∈ N, x ∈ I)

によって定義される {SN}N∈Nを {fn}n∈Nの関数項級数と言い, SN を {SN}N∈Nの第N 部分和関数と
言う.

定義 5.1.2. I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈Nを F (I)の関数列, {SN}N∈Nを {fn}n∈Nの関数項級数とする.

{SN}N∈Nが S ∈ F (I)に I で各点収束するとは, 任意の x ∈ I に対して

lim
N→∞

SN (x) = S(x)

となることを言う. このとき, S =
∞∑
n=0

fnと書き,
∞∑
n=0

fnを {SN}N∈Nの和関数と言う.

例.

∞∑
n=1

1

1 + n2x
は (0,∞)で各点収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 5.1.3. I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈Nを F (I)の関数列, {SN}N∈Nを {fn}n∈Nの関数項級数とする.

{SN}N∈Nが S ∈ F (I)に I で一様収束するとは,

lim
N→∞

∥SN − S∥∞ = 0

となることを言う.

命題 5.1.1 (一様収束の強弱). I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈Nを F (I)の関数列, {SN}N∈Nを {fn}n∈Nの
関数項級数とするとき, {SN}N∈Nが S ∈ F (I)に I で一様収束すれば, {SN}N∈Nは S に I で各点収束
する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例.
∞∑
n=1

1

1 + n2x
は (0,∞)で各点収束するが, 一様収束しない.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 関数項級数の収束判定法
定理 5.1.1 (Cauchyの収束判定法). I ⊆ RをRの区間, {fn}n∈NをR∞(I)の関数列とすると, 次の (i),

(ii)は同値である.

(i)

∞∑
n=0

fnは I で一様収束する.

(ii) 任意の ε > 0に対してあるN(ε) ∈ Nが存在し, M,N ≥ N(ε)を満たす任意のM,N ∈ Nに対して∥∥∥∥∥
N∑

n=0

fn −
M∑
n=0

fn

∥∥∥∥∥
∞

< ε

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.1.2 (WeierstrassのM 判定法). I ⊆ RをRの区間, {fn}n∈NをR∞(I)の関数列で, 次の (i), (ii)

を満たすものとする.

(i) 任意の n ∈ Nに対し, ∥fn∥∞ ≤Mnを満たすMn ≥ 0が存在する.

(ii)

∞∑
n=0

Mnは収束する.

このとき,

∞∑
n=0

fnは I で一様収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例.
∞∑
n=1

1

n2 + x2
は Rで一様収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 項別微積分定理

定理 5.1.3 (項別積分定理). a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈NをR1([a, b])の関数列とするとき,
∞∑
n=0

fnが [a, b]

で一様収束すれば,

∞∑
n=0

fn ∈ R1([a, b])であり,

∫ b

a

∞∑
n=0

fn(x)dx =
∞∑
n=0

∫ b

a
fn(x)dx

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.1.4 (項別微分定理). a, b ∈ R, a < bとし,

C1([a, b]) = {f : [a, b] → R ; f は [a, b]で C1級である }

とおく. {fn}n∈Nを C1([a, b])の関数列とするとき,

∞∑
n=0

fnが [a, b]で各点収束し, かつ
∞∑
n=0

f ′nが [a, b]で

一様収束すれば,
∞∑
n=0

fn ∈ C1([a, b]),
∞∑
n=0

f ′n ∈ C([a, b])であり,

( ∞∑
n=0

fn

)′

(x) =
∞∑
n=0

f ′n(x) (a ≤ x ≤ b)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Abelの定理
定理 5.1.5 (Abelの定理). I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈N, {gn}n∈Nを F (I)の関数列で, 次の (i), (ii)を
満たすものとする.

(i)

{∥∥∥∥∥|fN+1|+
N∑

n=0

|fn+1 − fn|

∥∥∥∥∥
∞

}
N∈N

は上に有界である.

(ii)
∞∑
n=0

gnは I で一様収束する.

このとき,
∞∑
n=0

fngnは I で一様収束し,

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

fngn

∥∥∥∥∥
∞

≤ sup
N∈N

∥∥∥∥∥|fN+1|+
N∑

n=0

|fn+1 − fn|

∥∥∥∥∥
∞

sup
N∈N

∥∥∥∥∥
N∑

n=0

gn

∥∥∥∥∥
∞

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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5.2 整級数と実解析関数

• 整級数
定義 5.2.1. a ∈ R, {an}n∈Nを数列とする.

(1)
∞∑
n=0

an(x− a)nの形の級数を aを中心とする整級数と言う.

(2)
∞∑
n=0

an(x− a)nが収束する x ∈ R全体の集合を
∞∑
n=0

an(x− a)nの収束域と言う.

定理 5.2.1. a ∈ R, {an}n∈Nを数列とすると, 次の (i), (ii)を満たす 0 ≤ r ≤ ∞が一意に存在する.

(i) 任意の x ∈ R, |x− a| < rに対して
∞∑
n=0

an(x− a)nは絶対収束する.

(ii) 任意の x ∈ R, |x− a| > rに対して
∞∑
n=0

an(x− a)nは収束しない.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 5.2.2. a ∈ R, {an}n∈N を数列とする. 定理 5.2.1の 0 ≤ r ≤ ∞を
∞∑
n=0

an(x − a)n の収束半径と

言う.

命題 5.2.1 (d’Alembertの収束判定法). a ∈ R, {an}n∈Nを数列とすると,

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = 1

r

を満たす 0 ≤ r ≤ ∞が
∞∑
n=0

an(x− a)nの収束半径である. ただし,
1

0
= ∞,

1

∞
= 0とする.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例. 　

(1)
∞∑
n=0

xn

n!
の収束半径は∞である.

(2)
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xnの収束半径は 1である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.2.2 (Cauchyの収束判定法). a ∈ R, {an}n∈Nを数列とすると,

lim sup
n→∞

n
√
|an| =

1

r

を満たす 0 ≤ r ≤ ∞が
∞∑
n=0

an(x− a)nの収束半径である. ただし,
1

0
= ∞,

1

∞
= 0とする.
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証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例. 　

(1) 任意の a > 0に対して
∞∑
n=1

( n
√
a− 1)nxnの収束半径は∞である.

(2) 任意の a > 0に対して
∞∑
n=0

an
2
xnの収束半径は


∞ (0 < a < 1),

1 (a = 1),

0 (a > 1)

である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.2.3.
∞∑
n=0

an(x− a)n,
∞∑
n=0

bn(x− a)nをそれぞれ収束半径 0 ≤ r1, r2 ≤ ∞の a ∈ Rを中心とする

整級数とする. r = min{r1, r2}とおくと,

∞∑
n=0

(an + bn)(x− a)nの収束半径は r以上であり,

∞∑
n=0

(an + bn)(x− a)n =
∞∑
n=0

an(x− a)n +
∞∑
n=0

bn(x− a)n (x ∈ R, |x− a| < r)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.2.4.

∞∑
n=0

an(x− a)n,

∞∑
n=0

bn(x− a)nをそれぞれ収束半径 0 ≤ r1, r2 ≤ ∞の a ∈ Rを中心とする

整級数とする. r = min{r1, r2}とおくと,

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
(x− a)nの収束半径は r以上であり,

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
(x− a)n =

( ∞∑
n=0

an(x− a)n

)( ∞∑
n=0

bn(x− a)n

)
(x ∈ R, |x− a| < r)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 実解析関数
定義 5.2.3. I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の C∞級関数とする.

(1) f が a ∈ I で実解析的であるとは,

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)nの収束半径が 0 < r ≤ ∞であり,

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n (x ∈ I, |x− a| < r)

が成り立つことを言う. このとき,

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

を f の aを中心とするTaylor級数と言う.

(2) f が I で実解析的であるとは, f が任意の a ∈ I で実解析的であることを言う.

定理 5.2.2. I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I → Rを I 上の C∞級関数とするとき,

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

の収束半径が 0 < r ≤ ∞であり,

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n (x ∈ I, |x− a| < r)

が成り立てば, f は (a− r, a+ r)で実解析的である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

補題 5.2.1. I ⊆ RをRの区間, a ∈ I, N ∈ N, f : I → Rを I上のCN+1級関数とすると, 任意の x ∈ I

に対し,

f(x) =

N∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n +

f (N+1)((1− θ(x))a+ θ(x)x)

(N + 1)!
(x− a)N+1

を満たす 0 < θ(x) < 1が存在する. さらに, RN (x) =
f (N+1)((1− θ(x))a+ θ(x)x)

(N + 1)!
(x − a)N+1とおく

と, RN (x) = o((x− a)N ) (x→ a).

証明. 省略 (微分積分学 I).

定理 5.2.3. I ⊆ RをRの区間, a ∈ I, f : I → Rを I上のC∞級関数とするとき, ある r > 0, C,M ≥ 0

が存在し,

|f (n)(x)| ≤ CMn (n ∈ N, x ∈ I, |x− a| < r)

が成り立てば, f は (a− r, a+ r)で実解析的である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 項別微積分定理
補題 5.2.2. a ∈ R, {an}n∈Nを数列とすると, 次の (i)–(iii)の収束半径は等しい.

(i)

∞∑
n=1

nan(x− a)n−1.

(ii)

∞∑
n=0

an(x− a)n.

(iii)

∞∑
n=0

an
n+ 1

(x− a)n+1.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.2.4 (項別積分定理). a ∈ R, {an}n∈Nを数列とするとき, f(x) =

∞∑
n=0

an(x − a)nの収束半径が

0 < r ≤ ∞ならば, ∫ x

a
f(u)du =

∞∑
n=0

an
n+ 1

(x− a)n+1 (x ∈ R, |x− a| < r)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.2.5 (項別微分定理). a ∈ R, {an}n∈Nを数列とするとき, f(x) =

∞∑
n=0

an(x − a)nの収束半径が

0 < r ≤ ∞ならば, f は (a− r, a+ r)で微分可能であり,

f ′(x) =

∞∑
n=1

nan(x− a)n−1 (x ∈ R, |x− a| < r)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.2.6. a ∈ R, {an}n∈Nを数列とするとき, f(x) =
∞∑
n=0

an(x − a)nの収束半径が 0 < r ≤ ∞なら

ば, f は (a− r, a+ r)で C∞級であり,

an =
f (n)(a)

n!
(n ∈ N)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Abelの定理
定理 5.2.7 (Abelの定理). a ∈ R, {an}n∈Nを数列で, 次の (i), (ii)を満たすものとする.

(i) f(x) =

∞∑
n=0

an(x− a)nの収束半径は 0 < r ≤ ∞である.

(ii)

∞∑
n=0

anr
nは収束する.

このとき, f は [a, a+ r]で一様収束し,

lim
x→a+r−0

f(x) =

∞∑
n=0

anr
n

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.2.8 (Abelの定理). a ∈ R, {an}n∈Nを数列で, 次の (i), (ii)を満たすものとする.

(i) f(x) =
∞∑
n=0

an(x− a)nの収束半径は 0 < r ≤ ∞である.

(ii)
∞∑
n=0

(−1)nanr
nは収束する.

このとき, f は [a− r, a]で一様収束し,

lim
x→a−r+0

f(x) =
∞∑
n=0

(−1)nanr
n

が成り立つ.

証明. 省略 (定理 5.2.7).
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5.3 初等関数のTaylor級数

• 幾何級数, 指数関数, 対数関数, 冪関数
命題 5.3.1. 幾何級数 1

1− ∗
は (−1, 1)で実解析的であり,

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn (x ∈ R, |x| < 1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.3.2. 指数関数 e∗は Rで実解析的であり,

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
(x ∈ R)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.3.3. 対数関数 log(1 + ∗)は (−1, 1)で実解析的であり,

log(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn (x ∈ R, |x| < 1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 5.3.1. 任意の α ∈ R, n ∈ Nに対し,(
α

n

)
=


1 (n = 0),

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
(n ≥ 1)

を二項係数と言う.

命題 5.3.4. 任意の α ∈ R, n ∈ Nに対して

n

(
α

n

)
+ (n+ 1)

(
α

n+ 1

)
= α

(
α

n

)
が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.3.5. α ∈ Rとすると, 冪関数 (1 + ∗)αは (−1, 1)で実解析的であり,

(1 + x)α =

∞∑
n=0

(
α

n

)
xn (x ∈ R, |x| < 1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 三角関数, 逆三角関数
命題 5.3.6. 余弦関数 cosは Rで実解析的であり,

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n (x ∈ R)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.3.7. 正弦関数 sinは Rで実解析的であり,

sinx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 (x ∈ R)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.3.8. 逆正接関数 arctanは (−1, 1)で実解析的であり,

arctanx =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 (x ∈ R, |x| < 1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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