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第1章 積分と可積分条件

1.1 積分とDarbouxの可積分条件

• 積分
1 a, b ∈ R, a < b, c ∈ Rとし, R上の関数 f : R → Rを

f(x) = c (x ∈ R)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の∆ = {x0, x1, · · · , xn} ∈ D([a, b])に対して

S(f ;∆, ξ) = c(b− a) (ξ ∈ X (∆))

が成り立つ.

(2) f は [a, b]で可積分であり, ∫ b

a
cdx = c(b− a)

が成り立つ.

2 (指定演習問題 1) a, b ∈ R, a < bとし, R上の関数 f : R → Rを

f(x) = x (x ∈ R)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の∆ = {x0, x1, · · · , xn} ∈ D([a, b])に対して

η =

{
1

2
(x0 + x1), · · · ,

1

2
(xn−1 + xn)

}
とおくと,

S(f ;∆, η) =
1

2
(b2 − a2)

が成り立つ.

(2) f は [a, b]で可積分であり, ∫ b

a
xdx =

1

2
(b2 − a2)

が成り立つ.
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3 a, b ∈ R, a < bとし, R上の関数 f : R → Rを
f(x) = ex (x ∈ R)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の∆ = {x0, x1, · · · , xn} ∈ D([a, b])に対し,

S(f ;∆, η) = eb − ea

を満たす η ∈ X (∆)が存在する.

(2) f は [a, b]で可積分であり, ∫ b

a
exdx = eb − ea

が成り立つ.

4 R上の関数 f : R → Rを

f(x) =


x

4
3 sin

1

x
(x ̸= 0),

0 (x = 0)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) f は Rで微分可能である.

(2) f ′は 0を含む任意の有界閉区間 I ⊆ Rで可積分でない.

5 R上の関数 f : R → Rを

f(x) =

0 (x ̸= 0),

1 (x = 0)

によって定義するとき, 次の問いに答えよ.

(1) (不定積分) f が任意の有界閉区間 I ⊆ Rで可積分であることを証明し, 任意の a ∈ Rに対し,

F (x) =

∫ x

a
f(u)du (x ∈ R)

によって定義される F : R → Rを求めよ.

(2) F が Rで微分可能であることを証明し, F ′(0) = f(0)が成り立つか否かを判定せよ.

6 a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数, c ∈ Rとするとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の∆ ∈ D([a, b]), ξ ∈ X (∆)に対して
S(f + g;∆, ξ) = S(f ;∆, ξ) + S(g;∆, ξ)

が成り立つ.

(2) 任意の∆ ∈ D([a, b]), ξ ∈ X (∆)に対して
S(cf ;∆, ξ) = cS(f ;∆, ξ)

が成り立つ.
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• 上積分・下積分
7 a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数, c ∈ Rとするとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の∆ ∈ D([a, b])に対して

S(f ;∆) + S(g;∆) ≤ S(f + g;∆) ≤ S(f + g;∆) ≤ S(f ;∆) + S(g;∆)

が成り立つ.

(2) 任意の∆ ∈ D([a, b])に対して

S(cf ;∆) =

cS(f ;∆) (c ≥ 0),

cS(f ;∆) (c ≤ 0),
S(cf ;∆) =

cS(f ;∆) (c ≥ 0),

cS(f ;∆) (c ≤ 0)

が成り立つ.

8 a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とするとき, 次の (i), (ii)が同値であることを
証明せよ.

(i) lim
d(∆)→+0

(S(f ;∆)− S(f ;∆)) = 0.

(ii) 任意の ε > 0に対し,

S(f ;∆)− S(f ;∆) < ε

を満たす∆ ∈ D([a, b])が存在する.
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• Darbouxの可積分条件
9 (指定演習問題 2) (単調関数の可積分性) a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の関数とすると
き, f が [a, b]で単調ならば, f は [a, b]で可積分であることを証明せよ.

10 [0, 1]上の関数 f : [0, 1] → Rを

f(x) =
∞∑
n=0

xn
10n

(
x =

∞∑
n=0

xn
2n

: 2進展開, ∃m,n ∈ N, 0 ≤ m ≤ 2n, x =
m

2n
⇒ xn = m

)

によって定義するとき, f は [0, 1]で可積分であり,∫ 1

0
f(x)dx =

1

18

が成り立つことを証明せよ.

11 [0, 1]上の関数 f : [0, 1] → Rを

f(x) =



1

(
1

n+ 1
< x ≤ 1

n
, n ∈ N :奇数

)
,

0

(
1

n+ 1
< x ≤ 1

n
, n ∈ N :偶数

)
,

0 (x = 0)

によって定義するとき, f は [0, 1]で可積分であり,∫ 1

0
f(x)dx = log 2

が成り立つことを証明せよ.

12 (0,∞)上の関数 f : (0,∞) → Rを

f(x) =


1

q

(
x =

p

q
∈ Q :既約分数, q > 0

)
,

0 (x /∈ Q)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の ε > 0に対して [1, 2]のある有限点列 {a1, · · · , am}が存在し,

f(aj) ≥
ε

2
(j ∈ {1, · · · ,m})

が成り立つ.

(2) f は [1, 2]で可積分であり, ∫ 2

1
f(x)dx = 0

が成り立つ.
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13 a, b, c, d ∈ R, a < b, c < d, f : [a, b] → {c, d}を [a, b]上の関数で, 任意の開区間 I ⊆ [a, b]に対し,

f(x) = c, f(y) = d

を満たす x, y ∈ I が存在するものとするとき, f は [a, b]で可積分でないことを証明せよ.

14 (微分積分学の基本定理) I ⊆ RをRの有界閉区間, f : I → Rを I 上の関数とするとき, 次のこと
を証明せよ.

(1) f が I で微分可能であり, かつ f ′が I で有界ならば, 任意の a, b ∈ I, a < b, ∆ ∈ D([a, b])に
対して

S(f ′;∆) ≤ f(b)− f(a) ≤ S(f ′;∆)

が成り立つ.

(2) (原始関数) f が I で微分可能であり, かつ f ′が I で可積分ならば, 任意の a, b ∈ I, a < bに
対して ∫ b

a
f ′(x)dx = f(b)− f(a)

が成り立つ.
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• 区分求積法
15 a, b ∈ R, a < bとするとき, 区分求積法を用いて次の等式を証明せよ.

(1)

∫ b

a
xdx =

1

2
(b2 − a2).

(2)

∫ b

a
exdx = eb − ea.

16 次の数列 {sn}n≥1の極限値を求めよ.

(1) sn =
n∑
k=1

1

n+ k
.

(2) sn =
1

n3

n∑
k=1

k
√
n2 − k2.

17 次の数列 {sn}n≥1の極限値を求めよ.

(1) sn =

n∑
k=1

1√
n2 − k2

.

(2) sn = n

n∑
k=1

1

n2 + k2
.

18 次の数列 {sn}n≥1の極限値を求めよ.

(1) sn =
1

n2

n∑
k=1

√
n2 − k2.

(2) sn =

n∑
k=1

1√
n2 + k2

.
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1.2 有界関数列の極限

• 関数列の各点収束・一様収束
1 R上の関数列 {fn}n≥1を

fn(x) =
nx

n2 + x2
(x ∈ R)

によって定義するとき, {fn}n≥1が f ∈ F (R)にRで各点収束することを証明し, 一様収束するか
否かも判定せよ.

2 R上の関数列 {fn}n≥1を
fn(x) =

x

1 + n2x2
(x ∈ R)

によって定義するとき, {fn}n≥1が f ∈ F (R)にRで各点収束することを証明し, 一様収束するか
否かも判定せよ.

3
[
0,
π

2

]
上の関数列 {fn}n≥1を

fn(x) = e−nx sinx
(
0 ≤ x ≤ π

2

)
によって定義するとき, {fn}n≥1が f ∈ F

([
0,
π

2

])
に
[
0,
π

2

]
で各点収束することを証明し, 一様

収束するか否かも判定せよ.

4 {an}n≥2を数列とし, [0, 1]上の関数列 {fn}n≥2を

fn(x) =



nanx

(
0 ≤ x ≤ 1

n

)
,

2an − nanx

(
1

n
≤ x ≤ 2

n

)
,

0

(
2

n
≤ x ≤ 1

)
によって定義するとき, {fn}n≥2が f ∈ F ([0, 1])に [0, 1]で各点収束することを証明し, 一様収束
するための {an}n≥2の必要十分条件も求めよ.

5 (0, 1]上の関数列 {fn}n≥1を
fn(x) =

1

1 + nx
(0 < x ≤ 1)

によって定義するとき, {fn}n≥1が f ∈ F ((0, 1])に (0, 1]で各点収束することを証明し, 一様収束
するか否かも判定せよ.

6 (指定演習問題 3) [0, 1]上の関数列 {fn}n≥1を

fn(x) = n2xe−nx (0 ≤ x ≤ 1)

によって定義するとき, {fn}n≥1が f ∈ F ([0, 1])に [0, 1]で各点収束することを証明し, 一様収束
するか否かも判定せよ.
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7 α > 0とし, [0, 1]上の関数列 {fn}n≥1を

fn(x) = nαx(1− x)n (0 ≤ x ≤ 1)

によって定義するとき, {fn}n≥1が f ∈ F ([0, 1])に [0, 1]で各点収束することを証明し, 一様収束
するための αの必要十分条件も求めよ.

8 α > 0とし, [0, 1]上の関数列 {fn}n≥1を

fn(x) = nαxe−nx
2

(0 ≤ x ≤ 1)

によって定義するとき, {fn}n≥1が f ∈ F ([0, 1])に [0, 1]で各点収束することを証明し, 一様収束
するための αの必要十分条件も求めよ.
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1.3 連続関数列の極限

• 連続関数
1 R上の関数 f : R → (0,∞)を

f(x) = ex (x ∈ R)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の 0 < ε < 1に対して δ(ε) = log(1 + ε)とおくと, δ(ε) > 0であり, |x| < δ(ε)を満たす
任意の x ∈ Rに対して

|ex − 1| < ε

が成り立つ.

(2) f は Rで連続である.

2 (0,∞)上の関数 f : (0,∞) → Rを

f(x) = log x (x > 0)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の ε > 0に対して δ(ε) = 1− 1

eε
とおくと, δ(ε) > 0であり, |x− 1| < δ(ε)を満たす任意

の x ∈ Rに対して
| log x| < ε

が成り立つ.

(2) f は (0,∞)で連続である.

3 I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数とする. x→ a± 0のとき, f(x)が
収束し, かつ

lim
x→a+0

f(x) ̸= lim
x→a−0

f(x)

ならば, x→ aのとき, f(x)は収束しないことを証明せよ.

【補足】aを f の第一種不連続点と言う.
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• 一様連続関数
4 I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数で, ある L > 0, 0 < α ≤ 1が存在し,

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|α (x, y ∈ I)

が成り立つものとするとき, f は I で一様連続であることを証明せよ.

【補足】f は I でHölder連続 (0 < α < 1)または Lipschitz連続 (α = 1)であると言う.

5 a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]で連続かつ (a, b)で微分可能な関数とするとき, 次の (i), (ii)

が同値であることを証明せよ.

(i) f は [a, b]で Lipschitz連続である.

(ii) f ′は (a, b)で有界である.

6 次の R上の関数

f(x) =


x2 sin

1

x
(x ̸= 0),

0 (x = 0)

が Rで Lipschitz連続であるか否かを判定せよ.

7 1 < α < 2とするとき, 次の [0,∞)上の関数

f(x) =


xα sin

1

x
(x > 0),

0 (x = 0)

が [0,∞)で Lipschitz連続であるか否かを判定せよ.

8 n ∈ Nとするとき, 次の R上の関数
f(x) = xn arctanx (x ∈ R)

が Rで Lipschitz連続であるか否かを判定せよ.

9 0 < α < 1とするとき, 次の [0,∞)上の関数
f(x) = xα arctanx (x ≥ 0)

が [0,∞)で Lipschitz連続であるか否かを判定せよ.

10 次のことを証明せよ.

(1) 任意の 0 < α < 1に対して
|uα − vα| ≤ |u− v|α (u, v ≥ 0)

が成り立つ.

(2) 0 < α < 1とするとき, 次の R上の関数
f(x) = |x|α (x ∈ R)

は RでHölder連続である.
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• 連続関数空間
11 a, b ∈ R, a < bとし, [a, b]上の多項式列 {φk}k∈{0,1,··· ,n}を

φk(x) =

(
n

k

)(
x− a

b− a

)k (b− x

b− a

)n−k
(a ≤ x ≤ b)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の n ∈ Nに対して
n∑
k=0

φk(x) = 1 (a ≤ x ≤ b)

が成り立つ.

(2) 任意の n ∈ Nに対して
n∑
k=0

kφk(x) = n
x− a

b− a
(a ≤ x ≤ b)

が成り立つ.

(3) 任意の n ∈ Nに対して
n∑
k=0

k(k − 1)φk(x) = n(n− 1)

(
x− a

b− a

)2

(a ≤ x ≤ b)

が成り立つ.

(4) 任意の n ∈ Nに対して
n∑
k=0

(
k − n

x− a

b− a

)2

φk(x) = n

(
x− a

b− a

)(
b− x

b− a

)
(a ≤ x ≤ b)

が成り立つ.

(5) (Weierstrassの近似定理) 任意の f ∈ C([a, b])に対し, [a, b]上の多項式列 {pn}n∈Nを

pn(x) =
n∑
k=0

f

(
a+

k(b− a)

n

)
φk(x) (a ≤ x ≤ b)

によって定義すると, {pn}n∈Nは f に [a, b]で一様収束する.

【補足】pnを f のBernstein多項式と言う.

12 [0, 1]上の関数列 {fn}n≥1を

fn(x) =


1− nx

(
0 ≤ x ≤ 1

n

)
,

0

(
1

n
≤ x ≤ 1

)
によって定義するとき, {fn}n≥1が f ∈ F ([0, 1])に [0, 1]で各点収束することを証明し, 一様収束
するか否かも判定せよ.
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定義. I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈Nを F (I)の関数列とする.

(1) {fn}n∈Nが単調増加であるとは, 任意の n ∈ N, x ∈ I に対して fn(x) ≤ fn+1(x)のことを言う.

(2) {fn}n∈Nが単調減少であるとは, 任意の n ∈ N, x ∈ I に対して fn(x) ≥ fn+1(x)のことを言う.

13 a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈Nを C([a, b])の関数列とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) {fn}n∈Nが f ∈ F ([a, b])に [a, b]で一様収束しなければ, ある ε > 0が存在し, 任意の n ∈ N
に対し,

|fn(xn)− f(xn)| ≥ ε

を満たす a ≤ xn ≤ bが存在する.

(2) (Diniの収束定理) {fn}n∈Nが単調減少であり, かつ f ∈ C([a, b])に [a, b]で各点収束すれば,

{fn}n∈Nは f に [a, b]で一様収束する.

定義. I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈Nを F (I)の関数列とする.

(1) {fn}n∈Nが a ∈ I で同等連続であるとは,

lim
x→a

sup
n∈N

|fn(x)− fn(a)| = 0

となることを言う.

(2) {fn}n∈Nが I で同等連続であるとは, {fn}n∈Nが任意の a ∈ I で同等連続であることを言う.

14 I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈Nを F (I)の関数列とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) {fn}n∈Nが a ∈ I で同等連続ならば, 任意の n ∈ Nに対して fnは aで連続である.

(2) {fn}n∈Nが I で同等連続であり, かつ f ∈ F (I)に I で各点収束すれば, f は I で連続である.
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第2章 積分の基本性質

2.1 可積分関数と積分
1 a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数, c ∈ Rとするとき, §1.1. 7 を用いて次のこ
とを証明せよ.

(1) f , gが [a, b]で可積分ならば, f + gは [a, b]で可積分であり,∫ b

a
(f(x) + g(x))dx =

∫ b

a
f(x)dx+

∫ b

a
g(x)dx

が成り立つ.

(2) f が [a, b]で可積分ならば, cf は [a, b]で可積分であり,∫ b

a
cf(x)dx = c

∫ b

a
f(x)dx

が成り立つ.

2 a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) f が [a, b]で可積分ならば,

inf
a≤x≤b

f(x) ≤ 1

b− a

∫ b

a
f(x)dx ≤ sup

a≤x≤b
f(x)

が成り立つ.

(2) (平均値の定理) f が [a, b]で連続ならば,

f(x0) =
1

b− a

∫ b

a
f(x)dx

を満たす a ≤ x0 ≤ bが存在する.

3 a, b ∈ R, a < bとし, R上の関数 f : R → Rを

f(x) =

1 (x ∈ Q),

−1 (x ∈ R \Q)

によって定義するとき, |f |は [a, b]で可積分であり,∫ b

a
|f(x)|dx = b− a

が成り立つが, f は [a, b]で可積分でないことを証明せよ.
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4 a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) (Hölderの不等式) f , gが [a, b]で可積分ならば, |fg|は [a, b]で可積分であり,∫ b

a
|f(x)g(x)|dx ≤ sup

a≤x≤b
|f(x)|

∫ b

a
|g(x)|dx

が成り立つ.

(2) (Minkowskiの不等式) f , gが [a, b]で可積分ならば, |f + g|は [a, b]で可積分であり,∫ b

a
|f(x) + g(x)|dx ≤

∫ b

a
|f(x)|dx+

∫ b

a
|g(x)|dx

が成り立つ.

5 次のことを証明せよ.

(1) 任意の p > 1に対して

|up − vp| ≤ p|u− v|(up−1 + vp−1) (u, v ≥ 0)

が成り立つ.

(2) a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の有界関数とするとき, f が [a, b]で可積分ならば,

任意の p > 1に対して |f |pは [a, b]で可積分である.

6 (Riemann-Lebesgueの定理) a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の可積分関数とするとき, 次
の等式を証明せよ.

(1) lim
t→±∞

∫ b

a
f(x) cos txdx = 0.

(2) lim
t→±∞

∫ b

a
f(x) sin txdx = 0.

定義. I ⊆ RをRの区間, f : I → Rを I 上の関数とする. f が I で区分的単調であるとは, 次の (i), (ii)

を満たす I の有限点列 {x1, · · · , xn}が存在することを言う.

(i) f は I \ {x1, · · · , xn}の各区間で単調である.

(ii) 任意の k ∈ {1, · · · , n}に対して xkは f の第一種不連続点である.

7 (区分的単調関数の可積分性) a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の関数とするとき, f が
[a, b]で区分的単調ならば, f は [a, b]で可積分であることを証明せよ.

定義. I ⊆ RをRの区間, f : I → Rを I 上の関数とする. f が I で区分的連続であるとは, 次の (i), (ii)

を満たす I の有限点列 {x1, · · · , xn}が存在することを言う.

(i) f は I \ {x1, · · · , xn}の各区間で連続である.

(ii) 任意の k ∈ {1, · · · , n}に対して xkは f の第一種不連続点である.

8 (区分的連続関数の可積分性) a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の関数とするとき, f が
[a, b]で区分的連続ならば, f は [a, b]で可積分であることを証明せよ.
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2.2 連続関数と積分
1 次のことを証明せよ.

(1) 任意のm,n ∈ Nに対して ∫ π

−π
cosmx sinnxdx = 0

が成り立つ.

(2) 任意のm,n ∈ Nに対して

∫ π

−π
cosmx cosnxdx =


2π (m = n = 0),

π (m = n ̸= 0),

0 (m ̸= n)

が成り立つ.

(3) 任意のm,n ∈ Nに対して

∫ π

−π
sinmx sinnxdx =


0 (m = n = 0),

π (m = n ̸= 0),

0 (m ̸= n)

が成り立つ.

2 (微分積分学の基本定理) a, b ∈ R, a < b, φ,ψ : [a, b] → Rを [a, b]上の微分可能関数で, ∀x ∈ [a, b],

φ(x) ≤ ψ(x)を満たすものとする.

c = min
a≤x≤b

φ(x), d = max
a≤x≤b

ψ(x)

とおき, f : [c, d] → Rを [c, d]上の連続関数とするとき,

d

dx

(∫ ψ(x)

φ(x)
f(y)dy

)
= f(ψ(x))ψ′(x)− f(φ(x))φ′(x) (a ≤ x ≤ b)

が成り立つことを証明せよ.

3 a > 0, f : [−a, a] → Rを [−a, a]上の連続関数とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) f が偶関数 (⇔ ∀x ∈ [−a, a], f(−x) = f(x))ならば,∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0
f(x)dx

が成り立つ.

(2) f が奇関数 (⇔ ∀x ∈ [−a, a], f(−x) = −f(x))ならば,∫ a

−a
f(x)dx = 0

が成り立つ.
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4 次の問いに答えよ.

(1) f : [0, 1] → Rを [0, 1]上の連続関数とするとき,∫ π

0
xf(sinx)dx =

π

2

∫ π

0
f(sinx)dx

が成り立つことを証明せよ.

(2) 次の積分 ∫ π

0

x sinx

1 + cos2 x
dx

の値を求めよ.

5 (指定演習問題 4) a, b, c ∈ R, a < b, a ≤ c ≤ b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の連続関数とし, [a, b]上
の関数 φ : [a, b] → Rを

φ(x) =

∫ 1

0
f((1− t)c+ tx)dt (a ≤ x ≤ b)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) φは [a, b]で連続である.

(2) (平均値) 次の等式

φ(x) =


f(c) (x = c),

1

x− c

∫ x

c
f(y)dy (x ̸= c)

が成り立つ.

6 次の等式
f(x) = sinhx+

∫ 1

−1
xf(x)dx (−1 ≤ x ≤ 1)

を満たす [−1, 1]上の連続関数 f : [−1, 1] → Rを求めよ.

7 (Legendre多項式) R上の関数列 {Pn}n∈Nを

Pn(x) =
1

(2n)!!

dn

dxn
(x2 − 1)n (x ∈ R)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) Pn(−x) = (−1)nPn(x) (x ∈ R).

(2) 任意のm,n ∈ Nに対して

∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x)dx =


2

2n+ 1
(m = n),

0 (m ̸= n)

が成り立つ.
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8 次のことを証明せよ.

(1) 任意の n ∈ Nに対して

0 ≤ 1

1− xn
− 1 ≤ xn

1− x
(0 ≤ x < 1)

が成り立つ.

(2) 数列 {In}n≥1を

In =

∫ 1

0
fn(x)dx (n ∈ N, n ≥ 1), fn(x) =

1

1 + x+ · · ·+ xn−1
(0 ≤ x ≤ 1)

によって定義すると, lim
n→∞

In =
1

2
となる.

9 次のことを証明せよ.

(1) 次の不等式
0 ≤ 1− 1√

1 + y
≤ y

2
(y ≥ 0)

が成り立つ.

(2) [0,∞)上の関数 F : [0,∞) → Rを

F (x) =

∫ 1

0

1√
1 + tx

dt (x ≥ 0)

によって定義すると, lim
x→∞

F (x) = 1となる.

10 (Daniell積分) a, b ∈ R, a < bとし, C([a, b])上の汎関数 I : C([a, b]) → Rを

I(f) =

∫ b

a
f(x)dx (f ∈ C([a, b]))

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の f ∈ C([a, b])に対して
|I(f)| ≤ (b− a)∥f∥∞

が成り立つ.

(2) 単調減少であり, かつ 0に [a, b]で各点収束する C([a, b])の任意の関数列 {fn}n∈Nに対して

lim
n→∞

I(fn) = 0

となる.
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2.3 可積分関数列の極限

• 可積分関数空間
1 a, b ∈ R, a < bとし, R1([a, b])上の作用素A : R1([a, b]) → F ([a, b])を

Af(x) =

∫ x

a
f(u)du (f ∈ R1([a, b]), a ≤ x ≤ b)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の f ∈ R1([a, b])に対して

|Af(x)−Af(y)| ≤ ∥f∥∞|x− y| (a ≤ x, y ≤ b)

が成り立つ.

(2) 任意の f ∈ R1([a, b])に対して

∥Af∥∞ ≤ (b− a)∥f∥∞

が成り立つ.

定義. a, b ∈ R, a < b, p ≥ 1とする. 任意の f ∈ R1([a, b])に対し,

∥f∥p =
(∫ b

a
|f(x)|pdx

) 1
p

を f の [a, b]でのLpセミノルムと言う.

2 a, b ∈ R, a < b, p ≥ 1とするとき, (R1([a, b]), ∥ ∗ ∥p)は

(i) ∀f ∈ R1([a, b]), (∥f∥p = 0 ⇒ f = 0).

を満たさない. (i)の反例を一つ挙げよ.

3 a, b ∈ R, a < b, p ≥ 1とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の f ∈ R1([a, b])に対して

∥f∥p ≤ (b− a)
1
p ∥f∥∞

が成り立つ.

(2) 任意の f ∈ C([a, b])に対し,

δ
1
p ∥f∥∞ ≤ ∥f∥p

を満たす δ > 0が存在する.

定義. p > 1とする.
1

p
+

1

q
= 1

を満たす q > 1を pの共役指数と言い, q = p∗と書く.
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4 a, b ∈ R, a < b, p > 1とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) (Youngの不等式) 任意の u, v ≥ 0に対して

uv ≤ up

p
+
vp

∗

p∗

が成り立つ.

(2) (Hölderの不等式) 任意の f, g ∈ R1([a, b])に対して

∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥p∗

が成り立つ.

5 a, b ∈ R, a < b, p > 1とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の u, v ∈ Rに対して

|u+ v|p ≤ |u||u+ v|p−1 + |v||u+ v|p−1

が成り立つ.

(2) (Minkowskiの不等式) 任意の f, g ∈ R1([a, b])に対して

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p

が成り立つ.

6 a, b ∈ R, a < b, p ≥ 1とするとき, (C([a, b]), ∥ ∗ ∥p)はノルム空間である. つまり, 次の (i)–(iii)を
満たすことを証明せよ.

(i) ∀f ∈ C([a, b]), (∥f∥p ≥ 0) ∧ (∥f∥p = 0 ⇔ f = 0).

(ii) (三角不等式) ∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p (f, g ∈ C([a, b])).

(iii) ∥cf∥p = |c|∥f∥p (c ∈ R, f ∈ C([a, b])).

7 a, b ∈ R, a < b, p ≥ 1とするとき, (C([a, b]), ∥ ∗ ∥p)は

(c) C([a, b])の関数列 {fn}n∈NがC([a, b])のCauchy列ならば, {fn}n∈NはC([a, b])に収束する.

を満たさない. (c)の反例を一つ挙げよ.

【ヒント】[a, b]上の関数列 {fn}n≥1を

fn(x) =



0

(
a ≤ x ≤ a+ b

2

)
,

2n

b− a

(
x− a+ b

2

) (
a+ b

2
≤ x ≤ a+ b

2
+
b− a

2n

)
,

1

(
a+ b

2
+
b− a

2n
≤ x ≤ b

)
によって定義すると, {fn}n≥1は C([a, b])の関数列である.
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• 項別微積分定理
8 a > 0とし, [0, a]上の関数列 {fn}n≥1を

fn(x) = n sin
x

n
(0 ≤ x ≤ a)

によって定義するとき, 次の問いに答えよ.

(1) [0, a]上の関数列 {gn}n≥1を

gn(x) = x− fn(x) (0 ≤ x ≤ a)

によって定義するとき, gnが [0, a]で単調増加であることを証明せよ.

(2) 次の極限
lim
n→∞

∫ a

0
fn(x)dx

の値を求めよ.

9 [0, 1]上の関数列 {fn}n≥1を

fn(x) = n2x(1− x)n (0 ≤ x ≤ 1)

によって定義するとき, 次の問いに答えよ.

(1) {fn}n≥1が f ∈ F ([0, 1])に [0, 1]で各点収束することを証明せよ.

(2) 次の等式 ∫ 1

0
f(x)dx = lim

n→∞

∫ 1

0
fn(x)dx

が成り立つか否かを判定せよ.

定義. a, b ∈ R, a < b, p ≥ 1, {fn}n∈Nを F ([a, b])の関数列とする. n → ∞のとき, fnが f ∈ F ([a, b])

に [a, b]でLp収束するとは,

lim
n→∞

∥fn − f∥p = 0

となることを言う.

10 a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈Nを R1([a, b])の関数列とするとき, {fn}n∈Nが f ∈ R1([a, b])に [a, b]で
L1収束すれば, ∫ b

a
f(x)dx = lim

n→∞

∫ b

a
fn(x)dx

が成り立つことを証明せよ.

定理 (Arzeláの優収束定理). a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈Nを R1([a, b])の関数列とするとき, {∥fn∥∞}n∈N
が上に有界であり, かつ {fn}n∈N が f ∈ R1([a, b])に [a, b]で各点収束すれば, {fn}n∈N は f に [a, b]で
L1収束する.

証明. 省略.
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定理 (単調収束定理). a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈Nを R1([a, b])の関数列とするとき, {fn}n∈Nが単調増加
であり, かつ f ∈ R1([a, b])に [a, b]で各点収束すれば,∫ b

a
f(x)dx = lim

n→∞

∫ b

a
fn(x)dx

が成り立つ.

証明. 省略.

11 a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈NをR1([a, b])の関数列, f ∈ R1([a, b])とするとき, 次の (i)⇒(ii)を証明し,

(i)⇐(ii)の反例を一つ挙げよ.

(i) {fn}n∈Nは f に [a, b]で一様収束する.

(ii) {∥fn∥∞}n∈Nは上に有界であり, かつ {fn}n∈Nは f に [a, b]で各点収束する.

12 a, b ∈ R, a < b, {fn}n∈NをR1([a, b])の関数列とするとき, 次の命題が真ならば証明し, 偽ならば
反例を一つ挙げよ.

(1) {∥fn∥∞}n∈Nが上に有界であり, かつ {fn}n∈Nが f ∈ R∞([a, b])に [a, b]で各点収束すれば,

f ∈ R1([a, b])である.

(2) {fn}n∈Nが単調増加であり, かつ f ∈ R∞([a, b])に [a, b]で各点収束すれば, f ∈ R1([a, b])で
ある.

13 (Picardの逐次近似法) a, b, t0 ∈ R, a < b, a ≤ t0 ≤ b, x0 ∈ R, f : R → Rを R上の一様連続関数
とし, [a, b]上の関数列 {xn}n∈Nを次の漸化式

x0(t) = x0, xn+1(t) = x0 +

∫ t

t0

f(xn(s))ds (a ≤ t ≤ b)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) {xn}n∈Nは [a, b]上の C1級関数列である.

(2) {xn}n∈Nが x ∈ F ([a, b])に [a, b]で一様収束すれば, x ∈ C1([a, b])であり,

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(x(s))ds (a ≤ t ≤ b)

が成り立つ.
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第3章 広義積分の収束・発散

3.1 [a,∞)での広義積分

• 関数の上極限・下極限
定義 (Landauの記号). a ∈ Rとする.

(1) (a,∞)を∞の除外近傍という.

(2) f, g : (a,∞) → (0,∞)を (a,∞)上の正値関数とする. f(x) = O(g(x)) (x → ∞)であるとは,

lim sup
x→∞

f(x)

g(x)
<∞

であることを言う. このとき, f(x) ≤ g(x) (x→ ∞)と書く.

1 a ∈ R, f, g, h : (a,∞) → (0,∞)を (a,∞)上の正値関数とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) f(x) ≤ h(x), g(x) ≤ h(x) (x→ ∞)ならば, f(x) + g(x) ≤ h(x) (x→ ∞).

(2) f が (a,∞)で上に有界, かつ g(x) ≤ h(x) (x→ ∞)ならば, f(x)g(x) ≤ h(x) (x→ ∞).

2 a ∈ R, f, g, h : (a,∞) → (0,∞)を (a,∞)上の正値関数とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) (反射律) f(x) ≤ f(x) (x→ ∞).

(2) (推移律) f(x) ≤ g(x), g(x) ≤ h(x) (x→ ∞)ならば, f(x) ≤ h(x) (x→ ∞).
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• 広義積分の収束判定法
3 次の広義積分が収束することを証明し, その値を求めよ.

(1)

∫ ∞

0

1

1 + x2
dx.

(2)

∫ ∞

0

1

cosh ax
dx (a > 0).

4 次の広義積分が収束することを証明し, その値を求めよ.

(1)

∫ ∞

0

1

1 + x3
dx.

(2)

∫ ∞

0

1

1 + x4
dx.

5 次のことを証明せよ.

(1) 次の不等式
1− u2 ≤ e−u

2 ≤ 1

1 + u2
(u ≥ 0)

が成り立つ.

(2) 任意の n ∈ N, n ≥ 1に対して∫ 1

0
(1− u2)ndu <

∫ ∞

0
e−nu

2
du <

∫ ∞

0

1

(1 + u2)n
du

が成り立つ.

(3) 任意の n ∈ N, n ≥ 1に対して∫ π/2

0
sin2n+1 xdx <

1√
n

∫ ∞

0
e−x

2
dx <

∫ π/2

0
sin2n−2 xdx

が成り立つ.

(4) (Gauss積分)

∫ ∞

0
e−x

2
dx =

√
π

2
.
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• 広義積分の絶対収束・条件収束
6 a > 0, b ∈ Rとするとき, 次の広義積分

I(a, b) =

∫ ∞

0
e−ax cos bxdx, J(a, b) =

∫ ∞

0
e−ax sin bxdx

が絶対収束することを証明し, それらの値を求めよ.
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3.2 (a, b]での広義積分

• 関数の上極限・下極限
定義 (Landauの記号). a ∈ R, δ > 0とする.

(1) Iδ(a) = {x ∈ R ; 0 < |x− a| < δ}を aの除外近傍という.

(2) f, g : Iδ(a) → (0,∞)を Iδ(a)上の正値関数とする. f(x) = O(g(x)) (x → a)であるとは,

lim sup
x→a

f(x)

g(x)
<∞

であることを言う. このとき, f(x) ≤ g(x) (x→ a)と書く.

1 a ∈ R, δ > 0, f, g, h : Iδ(a) → (0,∞)を Iδ(a)上の正値関数とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) f(x) ≤ h(x), g(x) ≤ h(x) (x→ a)ならば, f(x) + g(x) ≤ h(x) (x→ a).

(2) f が Iδ(a)で上に有界, かつ g(x) ≤ h(x) (x→ a)ならば, f(x)g(x) ≤ h(x) (x→ a).

2 a ∈ R, δ > 0, f, g, h : Iδ(a) → (0,∞)を Iδ(a)上の正値関数とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) (反射律) f(x) ≤ f(x) (x→ a).

(2) (推移律) f(x) ≤ g(x), g(x) ≤ h(x) (x→ a)ならば, f(x) ≤ h(x) (x→ a).
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• 広義積分の収束判定法
3 次の広義積分が収束することを証明し, その値を求めよ.

(1)

∫ 1

0

1√
1− x2

dx.

(2)

∫ 1

0

√
x

1− x
dx.

4 次の広義積分が収束することを証明し, その値を求めよ.

(1)

∫ π
2

0

√
tanxdx.

(2)

∫ 1

0

x arcsinx√
1− x2

dx.
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• 広義積分の絶対収束・条件収束
5 α > −1, n ∈ Nとするとき, 次の広義積分

I(α, n) =

∫ 1

0
xα(log x)ndx

が絶対収束することを証明し, その値を求めよ.

6 次のことを証明せよ.

(1)

∫ π
2

0
log sinxdx,

∫ π
2

0
log cosxdxは絶対収束し,

∫ π
2

0
log sinxdx =

∫ π
2

0
log cosxdx

が成り立つ.

(2)

∫ π
2

0
log sinxdx = −π

2
log 2.
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3.3 Gamma関数とBeta関数

• Gamma関数
1 (指定演習問題 5) 次の広義積分が収束するか否かを判定せよ.

(1)

∫ ∞

1

1

(x3 − 1)α
dx (α > 0).

(2)

∫ ∞

0

arctanx

xα
dx (α > 0).

2 α > 0とするとき, 次の広義積分
I(α) =

∫ ∞

0

sinx

xα
dx

が収束するか否かを判定せよ.

3 次のことを証明せよ.

(1) 次の [−π, π]上の関数

f(x) =


(x
2

)−1
−
(
sin

x

2

)−1
(x ̸= 0),

0 (x = 0)

は [−π, π]で連続である.

(2) (Dirichlet積分)

∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.

【ヒント】Riemann-Lebesgueの定理を用いる.
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• Beta関数
4 次の広義積分が収束することを証明し, その値を求めよ.

(1)

∫ b

a

1√
(x− a)(b− x)

dx (a, b ∈ R, a < b).

(2)

∫ ∞

1

1

x
√
x2 − 1

dx.

5 次の広義積分が収束することを証明し, その値を求めよ.

(1)

∫ 1

−1

√
1 + x

1− x
dx.

(2)

∫ 1

−1

1

(a− x)
√
1− x2

dx (a > 1).

6 次の広義積分が収束することを証明し, その値を Beta関数B(x, y) (x, y > 0)で表せ.

(1)

∫ b

a
(t− a)x−1(b− t)y−1dt (a, b ∈ R, a < b).

(2)

∫ ∞

0

ty−1

(1 + t)x+y
dt.
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3.4 領域の面積

• 縦線閉領域の面積
1 (指定演習問題 6) a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の狭義単調増加かつ連続な関数とする
とき, 次の問いに答えよ. ただし, f−1 : [f(a), f(b)] → Rは f の逆である.

(1) D1 = {(x, y) ∈ R2 ; a ≤ x ≤ b, f(a) ≤ y ≤ f(x)}とおくとき, D1の面積を求めよ.

(2) D2 = {(x, y) ∈ R2 ; f(a) ≤ y ≤ f(b), a ≤ x ≤ f−1(y)}とおくとき, D2の面積を求めよ.

(3) (1), (2)または置換積分法を用いて∫ b

a
f(x)dx+

∫ f(b)

f(a)
f−1(x)dx = bf(b)− af(a)

が成り立つことを証明せよ.

2 a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の狭義単調減少かつ連続な関数とするとき, 次の問いに
答えよ. ただし, f−1 : [f(b), f(a)] → Rは f の逆である.

(1) D1 = {(x, y) ∈ R2 ; a ≤ x ≤ b, f(b) ≤ y ≤ f(x)}とおくとき, D1の面積を求めよ.

(2) D2 = {(x, y) ∈ R2 ; f(b) ≤ y ≤ f(a), a ≤ x ≤ f−1(y)}とおくとき, D2の面積を求めよ.

(3) (1), (2)または置換積分法を用いて∫ b

a
f(x)dx+

∫ f(b)

f(a)
f−1(x)dx = bf(b)− af(a)

が成り立つことを証明せよ.

3 (スーパー楕円) a, b > 0とし, D =

{
(x, y) ∈ R2 ;

(x
a

) 2
3
+
(y
b

) 2
3 ≤ 1

}
とおくとき, 次の問いに

答えよ.

(1) Dの概形を図示せよ.

(2) Dの面積を求めよ.

4 (スーパー楕円) a, b > 0とし, D =

{
(x, y) ∈ R2 ;

(x
a

) 2
4
+
(y
b

) 2
4 ≤ 1

}
とおくとき, 次の問いに

答えよ.

(1) Dの概形を図示せよ.

(2) Dの面積を求めよ.

5 (サイクロイド) a > 0とし, C = {(x, y) ∈ R2 ; 0 ≤ t ≤ 2π, x = a(t− sin t), y = a(1− cos t)}と
おく. x軸と C で囲まれた閉領域をDとするとき, 次の問いに答えよ.

(1) Dの概形を図示せよ.

(2) Dの面積を求めよ.
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6 (リサージュ曲線) a > 0, n ∈ Nとし, Cn = {(x, y) ∈ R2 ; 0 ≤ t ≤ 2π, x = a sin t, y = a sin 2nt}
とおく. Cnで囲まれた閉領域をDnとするとき, 次の問いに答えよ.

(1) Dnの概形を図示せよ.

(2) Dnの面積を求めよ.

7 n ∈ Nとし, Dn = {(x, y) ∈ R2 ; x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ xne−x}とおくとき, 次の問いに答えよ.

(1) Dnの概形を図示せよ.

(2) Dnの面積を求めよ.

8 (シソイド) a > 0とし, D = {(x, y) ∈ R2 ; 0 ≤ x < 2a, y2(2a− x) ≤ x3}とおくとき, 次の問い
に答えよ.

(1) Dの概形を図示せよ.

(2) Dの面積を求めよ.
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• 極閉領域の面積

9 a, b > 0, a ≥ bとし, D =

{
(x, y) ∈ R2 ;

x2

a2
+
y2

b2
≤ 1,

x2

b2
+
y2

a2
≤ 1

}
とおくとき, 次の問いに答

えよ.

(1) Dの概形を図示せよ.

(2) Dの面積を求めよ.

10 (Descartesの葉線) a > 0とし, C = {(x, y) ∈ R2 ; x ≥ 0, y ≥ 0, x3 − 3axy + y3 = 0}とおく.

C で囲まれた閉領域をDとするとき, 次の問いに答えよ.

(1) Dの概形を図示せよ.

(2) Dの面積を求めよ.

11 (カージオイド) a > 0とし, C = {(r, θ) ∈ [0,∞) × [0, 2π] ; 0 ≤ θ ≤ 2π, r = a(1 + cos θ)}とお
く. C で囲まれた閉領域をDとするとき, 次の問いに答えよ.

(1) Dの概形を図示せよ.

(2) Dの面積を求めよ.

12 (薔薇曲線) a > 0, n ∈ Nとし, Cn = {(r, θ) ∈ [0,∞) × [0, 2π] ; 0 ≤ θ ≤ 2π, r = a sinnθ}とお
く. Cnで囲まれた閉領域をDnとするとき, 次の問いに答えよ.

(1) Dnの概形を図示せよ.

(2) Dnの面積を求めよ.

32



3.5 曲線の長さ

• C1級パラメータ曲線の長さ

1 (スーパー楕円) a, b > 0とし, C =

{
(x, y) ∈ R2 ;

(x
a

) 2
3
+
(y
b

) 2
3
= 1

}
とおくとき, 次の問いに

答えよ.

(1) C のパラメータ表示を一つ挙げ, C の概形を図示せよ.

(2) C の長さを求めよ.

2 (内サイクロイド) 0 < a < bとし, Cb = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 = b2}とおく. C を半径 aの円 Ca

が Cb上を内接しながら 1回転するとき, Ca上の定点が描く曲線とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) C のパラメータ表示の一つは
x(t) = (b− a) cos

(a
b
t
)
+ a cos

(
b− a

b
t

)
,

y(t) = (b− a) sin
(a
b
t
)
− a sin

(
b− a

b
t

) (0 ≤ t ≤ 2π)

であることを証明し, C の概形を図示せよ.

(2) C の長さを求めよ.

3 (外サイクロイド) 0 < a < bとし, Cb = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 = b2}とおく. C を半径 aの円 Ca

が Cb上を外接しながら 1回転するとき, Ca上の定点が描く曲線とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) C のパラメータ表示の一つは
x(t) = (b+ a) cos

(a
b
t
)
− a cos

(
b+ a

b
t

)
,

y(t) = (b+ a) sin
(a
b
t
)
− a sin

(
b+ a

b
t

) (0 ≤ t ≤ 2π)

であることを証明し, C の概形を図示せよ.

(2) C の長さを求めよ.
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• 直交座標上のC1級曲線の長さ
4 (懸垂線) a, b > 0とし, C =

{
(x, y) ∈ R2 ; 0 ≤ x ≤ b, y = a cosh

x

a

}
とおくとき, 次の問いに答

えよ.

(1) C の概形を図示せよ.

(2) C の長さを求めよ.

5 0 < a < bとし, C = {(x, y) ∈ R2 ; a ≤ x ≤ b, y = log x}とおくとき, 次の問いに答えよ.

(1) C の概形を図示せよ.

(2) C の長さを求めよ.

6 (放物線) a, p > 0とし, C = {(x, y) ∈ R2 ; 0 ≤ x ≤ a, y2 = 4px}とおくとき, 次の問いに答えよ.

(1) C の概形を図示せよ.

(2) C の長さを求めよ.
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• 極座標上のC1級曲線の長さ
7 (Archimedesの螺旋) c > 0, 0 < α ≤ 2πとし, C = {(r, θ) ∈ [0,∞)× [0, 2π] ; 0 ≤ θ ≤ α, r = cθ}
とおくとき, 次の問いに答えよ.

(1) C の概形を図示せよ.

(2) C の長さを求めよ.

8 次のことを証明せよ.

(1) (レムニスケート周率, 第一種完全楕円積分) −1 < k < 1とするとき, 次の広義積分

ω = 2

∫ 1

0

1√
1− x4

dx, K(k) =

∫ 1

0

1√
(1− y2)(1− k2y2)

dy

は収束する.

(2) 次の等式
ω =

√
2K

(
1√
2

)
が成り立つ.

【ヒント】(x, y) = (cos θ, sin θ)
(
0 ≤ θ ≤ π

2

)
と置換する.

9 (レムニスケート) a > 0とし, C = {(r, θ) ∈ [0,∞)× [0, 2π] ; 0 ≤ θ ≤ 2π, r2 = 2a2 cos 2θ}とお
くとき, 次の問いに答えよ.

(1) C の概形を図示せよ.

(2) C の長さをレムニスケート周率 ωで表せ.

10 次の広義積分が収束することを証明し, その値をレムニスケート周率 ωで表せ.

(1)

∫ π
2

0

1√
sinx

dx.

(2)

∫ π
2

0

1√
cosx

dx.
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第4章 級数の収束・発散

4.1 数列の上極限・下極限
1 次の数列 {an}n∈Nの上極限, 下極限をそれぞれ求めよ.

(1) an = 1 + n(−1)n .

(2) an = sin
nπ

3
.

2 {an}n∈Nを数列とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) {an}n∈Nが有界ならば, 任意のN ∈ Nに対して

sup
m≥N

am − inf
m≥N

am = sup
m,n≥N

|an − am|

が成り立つ.

(2) {an}n∈Nが Cauchy列ならば, lim inf
n→∞

an = lim sup
n→∞

an ∈ R.

3 {an}n∈N を数列, α ∈ Rとするとき, α = lim sup
n→∞

an であるための必要十分条件は, αが次の (i),

(ii)を満たすことであることを証明せよ.

(i) αは {an}n∈Nの上界である.

(ii) lim
k→∞

an(k) = αとなる {an}n∈Nの部分列 {an(k)}k∈Nが存在する.

4 {an}n∈Nを数列, α ∈ Rとするとき, α = lim inf
n→∞

anであるための必要十分条件は, αが次の (i), (ii)

を満たすことであることを証明せよ.

(i) αは {an}n∈Nの下界である.

(ii) lim
k→∞

an(k) = αとなる {an}n∈Nの部分列 {an(k)}k∈Nが存在する.

5 {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) 次の不等式

lim inf
n→∞

an + lim inf
n→∞

bn ≤ lim inf
n→∞

(an + bn) ≤ lim sup
n→∞

(an + bn) ≤ lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn

が成り立つ.

(2) {bn}n∈Nが収束すれば,

lim sup
n→∞

(an + bn) = lim sup
n→∞

an + lim
n→∞

bn, lim inf
n→∞

(an + bn) = lim inf
n→∞

an + lim
n→∞

bn

が成り立つ.
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6 {an}n∈N, {bn}n∈Nを非負数列 (⇔ ∀n ∈ N, an, bn ≥ 0)とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) 次の不等式

lim inf
n→∞

an lim inf
n→∞

bn ≤ lim inf
n→∞

(anbn) ≤ lim sup
n→∞

(anbn) ≤ lim sup
n→∞

an lim sup
n→∞

bn

が成り立つ.

(2) {bn}n∈Nが収束すれば,

lim sup
n→∞

(anbn) = lim sup
n→∞

an lim
n→∞

bn, lim inf
n→∞

(anbn) = lim inf
n→∞

an lim
n→∞

bn

が成り立つ.

7 {an}n≥1を正数列 (⇔ ∀n ≥ 1, an > 0)とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) (Cesàroの不等式) 次の不等式

lim inf
n→∞

an+1

an
≤ lim inf

n→∞
n
√
an ≤ lim sup

n→∞
n
√
an ≤ lim sup

n→∞

an+1

an

が成り立つ.

(2)

{
an+1

an

}
n∈N
が収束すれば, { n

√
an}n∈Nは収束し,

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

an+1

an

が成り立つ.

8 {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列で, 次の (i), (ii)を満たすものとする.

(i) lim
n→∞

bn = ∞.

(ii) ∀n ∈ N, bn+1 − bn > 0.

このとき, 次のことを証明せよ.

(1) (Stolz-Cesàroの不等式) 次の不等式

lim inf
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

≤ lim inf
n→∞

an
bn

≤ lim sup
n→∞

an
bn

≤ lim sup
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

が成り立つ.

(2)

{
an+1 − an
bn+1 − bn

}
n∈N
が収束すれば,

{
an
bn

}
n∈N
は収束し,

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

が成り立つ.
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4.2 級数とその収束判定法

• 級数
1 {an}n∈Nを正数列とするとき, 次の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i) lim
n→∞

an = ∞.

(ii) lim
n→∞

1

an
= 0.

2 (Stolz-Cesàroの定理) {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列で, 次の (i), (ii)を満たすものとする.

(i) lim
n→∞

bn = ∞.

(ii) ∀n ∈ N, bn+1 − bn > 0, かつ
{
an+1 − an
bn+1 − bn

}
n∈N
は収束する.

このとき,

{
an
bn

}
n∈N
は収束し,

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

が成り立つことを証明せよ.

3 {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列で, 次の (i), (ii)を満たすものとする.

(i) lim
n→∞

bn = ∞.

(ii) ∀n ∈ N, bn+1 − bn > 0, かつ
∞∑
n=0

anは収束する.

このとき,

lim
N→∞

1

bN

N∑
n=1

(
n−1∑
k=0

ak

)
(bn − bn−1) =

∞∑
n=0

an

が成り立つことを証明せよ.

4 (Kroneckerの補題) {an}n≥1, {bn}n≥1を数列で, 次の (i), (ii)を満たすものとする.

(i) lim
n→∞

bn = ∞.

(ii) ∀n ≥ 1, bn+1 − bn > 0, かつ
∞∑
n=1

anは収束する.

このとき,

lim
N→∞

1

bN

N∑
n=1

anbn = 0

が成り立つことを証明せよ.

【ヒント】部分和分法を用いる.
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• 級数の収束判定法 I

5 {an}n∈Nを正数列とするとき, 次の (i), (ii)が同値であることを証明せよ.

(i)
∞∑
n=0

anは収束する.

(ii)

∞∑
n=0

an
1 + an

は収束する.

6 {an}n∈Nを正数列, {sn}n∈Nを {an}n∈Nの正項級数とするとき, 次の (i), (ii)が同値であることを
証明せよ.

(i)

∞∑
n=0

anは収束する.

(ii)

∞∑
n=0

an
sn
は収束する.

7 次の級数が収束するか否かを判定せよ.

(1)
∞∑
n=0

an

n!
(a > 0).

(2)
∞∑
n=0

an
2

n!
(a > 0).

8 次の級数が収束するか否かを判定せよ.

(1)
∞∑
n=0

(n!)m

(mn)!
(m ∈ N, m ≥ 1).

(2)
∞∑
n=1

(mn)!

nmn
(m ∈ N, m ≥ 1).

9 次の級数が収束するか否かを判定せよ.

(1)
∞∑
n=1

(a+ 1)(2a+ 1) · · · (na+ 1)

(b+ 1)(2b+ 1) · · · (nb+ 1)
(a, b > 0).

(2)

∞∑
n=1

(
na+ 1

nb+ 1

)n
(a, b > 0).

10 次の級数が収束するか否かを判定せよ.

(1)
∞∑
n=1

(
n

n+ a

)n2

(a > −1).

(2)
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)nα

(α > 0).
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• 級数の収束判定法 II

11 0 < a < b, b− a ∈ Zとし, 数列 {sn}n≥1を

sn =

(b−a)n∑
k=1

1

an+ k
(n ∈ N, n ≥ 1)

によって定義するとき, {sn}n≥1が収束することを証明し, lim
n→∞

snの値を求めよ.

12 (Euler-Mascheroni定数) 数列 {an}n≥1を

an =

n∑
k=1

1

k
− log n (n ∈ N, n ≥ 1)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) {an}n≥1は狭義単調減少である.

(2) 任意の n ∈ N, n ≥ 2に対して

1

2

(
1 +

1

n

)
< an <

1

2

(
2−

n∑
k=2

1

k2

)

が成り立つ.

(3) {an}n≥1は収束し, γ = lim
n→∞

anとおくと,
1

2
≤ γ <

7

8
.

【補足】γ = 0.5772 · · · .

13 (指定演習問題 7) α > 0とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) (1,∞)上の関数 f : (1,∞) → Rを

f(x) =
1

x(log x)α
(x > 1)

によって定義するとき, f の原始関数 F を求めよ.

(2)
∞∑
n=2

1

n(log n)α
が収束するか否かを判定せよ.

14 α > 0とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) (1,∞)上の関数 f : (1,∞) → Rを

f(x) =
log x

xα
(x > 1)

によって定義するとき, f の原始関数 F を求めよ.

(2)
∞∑
n=2

log n

nα
が収束するか否かを判定せよ.
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15 α > 0とするとき,

∞∑
n=1

1

n
log

(
1 +

1

nα

)
が収束するか否かを判定せよ.

16 α > 0とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) (1,∞)上の関数 f : (1,∞) → Rを

f(x) =
1

xα log x
(x > 1)

によって定義するとき, lim
x→∞

xf(x) (0 < α ≤ 1), lim
x→∞

xαf(x) (α > 1)の値をそれぞれ求めよ.

(2)
∞∑
n=2

1

nα log n
が収束するか否かを判定せよ.

17 α > 0とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) (0,∞)上の関数 f, g : (0,∞) → Rをそれぞれ

f(x) = xα
(

1√
x
− 1√

x+ 1

)
, g(x) = xα−

3
2 (x > 0)

によって定義するとき, lim
x→∞

f(x)

g(x)
の値を求めよ.

(2)

∞∑
n=1

nα
(

1√
n
− 1√

n+ 1

)
が収束するか否かを判定せよ.

18 (Kummerの収束判定法) {an}n∈N, {xn}n∈Nを正数列とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) lim inf
n→∞

(
xn

an
an+1

− xn+1

)
> 0ならば,

∞∑
n=0

anは収束する.

(2) lim sup
n→∞

(
xn

an
an+1

− xn+1

)
< 0, かつ

∞∑
n=0

1

xn
が発散すれば,

∞∑
n=0

anは発散する.

19 (Raabeの収束判定法) {an}n∈Nを正数列とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) lim inf
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
> 1ならば,

∞∑
n=0

anは収束する.

(2) lim sup
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
< 1ならば,

∞∑
n=0

anは発散する.

20 (Bertrandの収束判定法) {an}n∈Nを正数列とするとき, 次のことを証明せよ.

(1) lim inf
n→∞

log n

{
n

(
an
an+1

− 1

)
− 1

}
> 1ならば,

∞∑
n=0

anは収束する.

(2) lim sup
n→∞

log n

{
n

(
an
an+1

− 1

)
− 1

}
< 1ならば,

∞∑
n=0

anは発散する.
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21 (Gaussの収束判定法) a ∈ R, α > 0, {an}n∈Nを正数列とし, 数列 {bn}n∈Nを

bn = nα
{
n

(
an
an+1

− 1

)
− a

}
(n ∈ N)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) a > 1, かつ {bn}n∈Nが有界ならば,

∞∑
n=0

anは収束する.

(2) a ≤ 1, かつ {bn}n∈Nが有界ならば,
∞∑
n=0

anは発散する.

【ヒント】Raabeの収束判定法, Bertrandの収束判定法を用いる.

22 次の級数が収束するか否かを判定せよ.

(1)
∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!

1

2n+ 1
.

(2)
∞∑
n=1

(a+ 1) · · · (a+ n)

(b+ 1) · · · (b+ n)
(a, b ≥ 0).

42



• Abelの定理
23 (Abelの定理) {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列で, 次の (i), (ii)を満たすものとする.

(i)

∞∑
n=0

|an+1 − an|は収束する.

(ii)
∞∑
n=0

bnは収束する.

このとき, {an}n∈N,
∞∑
n=0

anbnは収束し,

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

anbn

∣∣∣∣∣ ≤
(

lim
n→∞

|an|+
∞∑
n=0

|an+1 − an|

)
sup
N∈N

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

bn

∣∣∣∣∣
が成り立つことを証明せよ.

24 0 < θ < 2πとするとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の n ∈ Nに対して

1 + cos θ + cos 2θ + · · ·+ cosnθ =
cos nθ2 sin (n+1)θ

2

sin θ
2

が成り立つ.

(2) 任意の n ∈ Nに対して

sin θ + sin 2θ + · · ·+ sinnθ =
sin nθ

2 sin (n+1)θ
2

sin θ
2

が成り立つ.

25 {rn}n∈Nを数列で, 次の (i), (ii)を満たすもの, 0 < θ < 2πとする.

(i)
∞∑
n=0

|rn+1 − rn|は収束する.

(ii) lim
n→∞

rn = 0.

このとき,
∞∑
n=0

rn cosnθ,
∞∑
n=1

rn sinnθは収束することを証明せよ.

26 次の級数が収束するか否かを判定せよ.

(1)
∞∑
n=1

(−1)n−1 log n

n
.

(2)
∞∑
n=1

(−1)n−1n sin
θ

n
(θ ∈ R, θ ̸= 0).
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4.3 級数の絶対収束・無条件収束

• 級数の絶対収束・条件収束
1

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
は条件収束し,

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
=
π

4

が成り立つことを証明せよ.

2 {an}n∈Nを数列とするとき, 次の命題が真ならば証明し, 偽ならば反例を一つ挙げよ.

(1)

∞∑
n=0

anが絶対収束すれば,

∞∑
n=0

a2nは収束する.

(2)
∞∑
n=0

anが条件収束すれば,
∞∑
n=0

a2nは収束する.

3 {an}n∈Nを数列とするとき, 次の命題が真ならば証明し, 偽ならば反例を一つ挙げよ.

(1)
∞∑
n=0

anが絶対収束すれば,
∞∑
n=0

a3nは絶対収束する.

(2)

∞∑
n=0

anが条件収束すれば,

∞∑
n=0

a3nは収束する.

4 {an}n∈Nを数列, f : R → Rを R上の関数で, ある r > 0, M > 0が存在し,

|f(x)| ≤M |x| (−r < x < r)

が成り立つものとするとき,
∞∑
n=0

anが絶対収束すれば,
∞∑
n=0

f(an)は絶対収束することを証明せよ.

5 (指定演習問題 8) {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列とするとき, 次のことを証明せよ.

(1)

∞∑
n=0

anが条件収束し, かつ
∞∑
n=0

bnが絶対収束すれば,

∞∑
n=0

anbnは絶対収束する.

(2)
∞∑
n=0

anが条件収束し, かつ
∞∑
n=0

bnが絶対収束すれば,
∞∑
n=0

(an + bn)は条件収束する.

6 (Mertensの定理) {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列とするとき,

∞∑
n=0

anが条件収束し, かつ
∞∑
n=0

bnが絶対

収束すれば,

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akbn−k

)
は収束し,

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akbn−k

)
=

( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
が成り立つことを証明せよ.
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第5章 関数項級数, 整級数と実解析関数

5.1 関数項級数

• 関数項級数の各点収束・一様収束
1 (0,∞)上の関数項級数 {SN}N≥1を

SN (x) =

N∑
n=1

(n− 1)!

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n)
(x > 0)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意のN ∈ N, N ≥ 1に対して
1

x
− SN (x) =

N !

x(x+ 1) · · · (x+N)
(x > 0)

が成り立つ.

(2) {SN}N≥1は
S(x) =

1

x
(x > 0)

に (0,∞)で各点収束する.

2 R \ {±1}上の関数項級数 {SN}N≥1を

SN (x) =
N∑
n=1

xn

1− x2n
(x ∈ R, x ̸= ±1)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意のN ∈ N, N ≥ 1に対して

SN (x) =
x

1− x

1− x2N−1

1− x2N
(x ∈ R, x ̸= ±1)

が成り立つ.

(2) {SN}N≥1は

S(x) =


x

1− x
(|x| < 1),

1

1− x
(|x| > 1)

に R \ {±1}で各点収束する.
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3 {an}n≥1を正数列とするとき,

0 ≤ lim sup
n→∞

an
n!

<∞

ならば, 次の (0,∞)上の関数項級数

S(x) =

∞∑
n=1

an
(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n)

(x > 0)

は (0,∞)で各点収束することを証明せよ.

【ヒント】Raabeの収束判定法を用いる.

定義. I ⊆ RをRの区間, {fn}n∈NをR∞(I)の関数列とする.
∞∑
n=0

fnが Iで絶対収束するとは,
∞∑
n=0

∥fn∥∞

が収束することを言う.

4 (関数項級数の三角不等式) I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈NをR∞(I)の関数列とするとき,
∞∑
n=0

fnが

I で絶対収束すれば,

∞∑
n=0

fnは I で一様収束し,

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

fn

∥∥∥∥∥
∞

≤
∞∑
n=0

∥fn∥∞

が成り立つことを証明せよ.

5 (WeierstrassのM 判定法) I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈Nを R∞(I)の関数列で, 次の (i), (ii)を満
たすものとする.

(i) 任意の n ∈ Nに対し, ∥fn∥∞ ≤Mnを満たすMn ≥ 0が存在する.

(ii)
∞∑
n=0

Mnは収束する.

このとき,
∞∑
n=0

fnは I で絶対収束することを証明せよ.
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• 関数項級数の収束判定法
6 次の R上の関数項級数

S(x) =
∞∑
n=1

x

n(1 + nx2)
(x ∈ R)

が Rで各点収束することを証明し, 一様収束するか否かも判定せよ.

7 次の R上の関数項級数
S(x) =

∞∑
n=1

x

1 + n2x2
(x ∈ R)

が Rで各点収束することを証明し, 一様収束するか否かも判定せよ.

8 次の R上の関数項級数
S(x) =

∞∑
n=1

(
1− cos

x

n

)
(x ∈ R)

が Rで各点収束することを証明し, 一様収束するか否かも判定せよ.

9 α > 0とするとき, 次の [0,∞)上の関数項級数

S(x) =
∞∑
n=1

nxαe−nx
2

(x ≥ 0)

が [0,∞)で各点収束することを証明し, 一様収束するか否かも判定せよ.

10 次の R上の関数項級数
S(x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1 sin
x

n
(x ∈ R)

が Rで各点収束することを証明し, 一様収束するか否かも判定せよ.
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• 項別微積分定理
11 α, β ∈ Rとし, R上の関数項級数 Sを

S(x) =

∞∑
n=1

1

nα + nβx2
(x ∈ R)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) α > 1ならば, Sは Rで一様収束する.

(2) α > max

{
1,
β + 2

3

}
ならば, Sは Rで項別微分可能である.

12 R上の関数項級数 Sを
S(x) =

∞∑
n=1

sinnx

n2
(x ∈ R)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) Sは Rで一様収束する.

(2) Sは Zπで項別微分可能でない.

13 (Fourier級数) {an}n∈N, {bn}n≥1を数列とし, R上の関数項級数 Sを

S(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (x ∈ R)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1)

∞∑
n=1

an,

∞∑
n=1

bnが絶対収束すれば, Sは Rで連続である.

(2)

∞∑
n=1

nman,
∞∑
n=1

nmbnが絶対収束するm ∈ N, m ≥ 1が存在すれば, S は Rで Cm級であり,

任意の k ∈ {1, · · · ,m}に対して

S(k)(x) =
∞∑
n=1

nk
{
an cos

(
nx+

k

2
π

)
+ bn sin

(
nx+

k

2
π

)}
(x ∈ R)

が成り立つ.
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• Abelの定理
14 (Abelの定理) I ⊆ Rを Rの区間, {fn}n∈Nを R∞(I)の関数列, {gn}n∈Nを F (I)の関数列で, 次
の (i)–(iii)を満たすものとする.

(i)
∞∑
n=0

|fn+1 − fn|は I で一様収束する.

(ii) lim
n→∞

∥fn∥∞ = 0.

(iii)

{∥∥∥∥∥
N∑
n=0

gn

∥∥∥∥∥
∞

}
N∈N

は上に有界である.

このとき,

∞∑
n=0

fngnは I で一様収束し,

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

fngn

∥∥∥∥∥
∞

≤ sup
N∈N

∥∥∥∥∥|fN+1|+
N∑
n=0

|fn+1 − fn|

∥∥∥∥∥
∞

sup
N∈N

∥∥∥∥∥
N∑
n=0

gn

∥∥∥∥∥
∞

が成り立つことを証明せよ.

15 次の [0, 2π]上の関数項級数

S(x) =
∞∑
n=1

sinnx

n
(0 ≤ x ≤ 2π)

が [0, 2π]で各点収束することを証明し, 一様収束するか否かも判定せよ.

16 (Leibnizの定理) I ⊆ RをRの区間, {fn}n∈NをR∞(I)の関数列で, 次の (i), (ii)を満たすものと
する.

(i)

∞∑
n=0

|fn+1 − fn|は I で一様収束する.

(ii) lim
n→∞

∥fn∥∞ = 0.

このとき,

∞∑
n=0

(−1)nfnは I で一様収束し,

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

(−1)nfn

∥∥∥∥∥
∞

≤ sup
N∈N

∥∥∥∥∥|fN+1|+
N∑
n=0

|fn+1 − fn|

∥∥∥∥∥
∞

が成り立つことを証明せよ.

17 次の R上の関数項級数
S(x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n+ x2
(x ∈ R)

が Rで各点収束することを証明し, 一様収束するか否かも判定せよ.
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5.2 整級数と実解析関数

• 整級数
1 次の整級数 f の収束域を求めよ.

(1) f(x) =
∞∑
n=0

(
√
n+ 1−

√
n)xn.

(2) f(x) =
∞∑
n=1

(
sin

θ

n

)
xn (0 < θ < π).

2 (指定演習問題 9) α > 0とするとき, 次の整級数

f(x) =

∞∑
n=1

xn

nα

の収束域を求めよ.

3 α > 0とするとき, 次の整級数

f(x) =

∞∑
n=1

1

nα
log

(
1 +

1

n

)
xn

の収束域を求めよ.

4 a ∈ R, {an}n∈Nを正数列とするとき, 次の整級数

f(x) =

∞∑
n=0

an(x− a)n

の収束半径が 0 < r <∞であり, かつ任意の n ∈ Nに対して
an+1

an
≥ 1

r

が成り立てば, f の収束域は (a− r, a+ r)であることを証明せよ.

5 次の整級数 f の収束域を求めよ.

(1) f(x) =
∞∑
n=0

(n!)2

(2n)!
xn.

(2) f(x) =
∞∑
n=1

n!

nn
xn.

6 次の整級数 f の収束域を求めよ.

(1) f(x) =
∞∑
n=0

(n!)2

(2n)!
x2n.

(2) f(x) =
∞∑
n=0

(n!)2

(2n)!
xn

2
.
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• 実解析関数
7 a ∈ R, {an}n∈Nを数列とするとき, 次の整級数

f(x) =

∞∑
n=0

an(x− a)n

の収束半径が 0 < r ≤ ∞ならば, 任意の有界閉区間 I ⊆ (a− r, a + r)に対し, f は I で一様収束
することを証明せよ.

8 R上の関数 f : R → Rを

f(x) =

e−
1
x (x > 0),

0 (x ≤ 0)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) 任意の n ∈ Nに対して

f (n)(x) =


pn(x)

x2n
e−

1
x (x > 0),

0 (x ≤ 0)

が成り立つ. ただし, pnは次の漸化式

p0(x) = 1, pn+1(x) = x2p′n(x)− 2nxpn(x) + pn(x) (n ∈ N)

によって定義される n次以下の多項式である.

(2) f は Rで C∞級であるが, 0で実解析的でない.
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• 項別微積分定理
9 任意のm ∈ Nに対して

∞∑
n=0

(
n+m

m

)
xn =

1

(1− x)m+1
(−1 < x < 1)

が成り立つことを証明せよ.

10 任意のm ∈ Nに対して
∞∑
n=0

nmxn =
pm(x)

(1− x)m+1
(−1 < x < 1)

が成り立つことを証明せよ. ただし, pmは次の漸化式

p0(x) = 1, pm+1(x) = x(1− x)p′m(x) + (m+ 1)xpm(x) (m ∈ N)

によって定義されるm次以下の多項式である.

11 m ∈ {1, 2, 3, 4}とするとき, 次の級数
∞∑
n=0

nm

2n

の和を求めよ.

12 a, b ∈ R, a, b ̸= 0とし, 数列 {an}n∈Nを次の漸化式

a0 ∈ R, a1 ∈ R, an+2 = aan+1 + ban (n ∈ N)

によって定義するとき,

a0 + (a1 − aa0)x

1− ax− bx2
=

∞∑
n=0

anx
n

が成り立つことを証明し, 右辺の収束半径を求めよ.

13 a, b ∈ R, c ∈ R \ (−N)とする. (−1, 1)上の実解析関数 f : (−1, 1) → Rが
x(1− x)f ′′(x) + {c− (a+ b+ 1)x}f ′(x)− abf(x) = 0 (−1 < x < 1),

f(0) = 1, f ′(0) =
a

c

を満たすとき, 次の問いに答えよ.

(1) f を数列 {an}n∈Nで
f(x) =

∞∑
n=0

anx
n (−1 < x < 1)

と表すとき, {an}n∈Nの漸化式を導け.

(2) f を 0を中心とする整級数で表せ.

【補足】f = F (a, b, c; ∗)を超幾何級数と言う.
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14 a ∈ R, c ∈ R \ (−N)とする. R上の実解析関数 f : R → Rが
xf ′′(x) + (c− x)f ′(x)− af(x) = 0 (x ∈ R),

f(0) = 1, f ′(0) =
a

c

を満たすとき, 次の問いに答えよ.

(1) f を数列 {an}n∈Nで
f(x) =

∞∑
n=0

anx
n (x ∈ R)

と表すとき, {an}n∈Nの漸化式を導け.

(2) f を 0を中心とする整級数で表せ.

【補足】f = F (a, c; ∗)を合流型超幾何級数と言う.

15 m ∈ N, m ≥ 2とし, R上の整級数 f を

f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!(n+m)!

(x
2

)2n+m
(x ∈ R)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) f は Rで実解析的である.

(2) x2f ′′(x) + xf ′(x) + (x2 −m2)f(x) = 0 (x ∈ R).

【補足】f = JmをBessel関数と言う.
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• Abelの定理
16 (Lambert級数) {an}n≥1を数列とし, R \ {±1}上の関数項級数 Sを

S(x) =

∞∑
n=1

an
xn

1− xn
(x ∈ R, x ̸= ±1)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1)

∞∑
n=1

anが収束すれば, Sは R \ {±1}で各点収束する.

(2)

∞∑
n=1

anが発散すれば, Sは
∞∑
n=1

anx
nの収束域で各点収束する.

17 f(x) =

∞∑
n=0

anx
nを 0を中心とする収束半径 1の整級数とするとき, 次のことを証明せよ.

(1)

∞∑
n=1

nanが収束すれば, f ′(1) =

∞∑
n=1

nan.

(2)
∞∑
n=0

an
n+ 1

が収束すれば,

∫ 1

0
f(x)dx =

∞∑
n=0

an
n+ 1

.
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5.3 初等関数のTaylor級数

• 幾何級数, 指数関数, 対数関数, 冪関数
1 次の関数 f の 0を中心とする Taylor級数とその収束半径を求めよ.

(1) f(x) =
1

1− 3x+ 2x2
.

(2) f(x) =
1

2− 5x+ 2x2
.

2 a ∈ R, a ̸= 1とするとき, 次の R \ {1}上の関数

f(x) =
1

1− x
(x ∈ R, x ̸= 1)

の aを中心とする Taylor級数とその収束半径を求めよ.

3 次の関数 f の 0を中心とする Taylor級数とその収束半径を求めよ.

(1) f(x) = e−x
2
.

(2) f(x) = ax (a > 0).

4 次の関数 f の 0を中心とする Taylor級数とその収束半径を求めよ.

(1) f(x) = coshx.

(2) f(x) = sinhx.

5 (Bernoulli数) 数列 {bn}n∈Nを

x

ex − 1
=

∞∑
n=0

bn
xn

n!
(x ∈ R)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) b0 = 1,
n∑
k=0

(
n+ 1

k

)
bk = 0 (n ∈ N, n ≥ 1).

(2) b1 = −1

2
, b2n+1 = 0 (n ∈ N, n ≥ 1).

【ヒント】Cauchy積の級数を用いる.

6 (0,∞)上の関数 f : (0,∞) → Rを

f(x) =

(
x+

1

2

)
log

(
1 +

1

x

)
− 1 (x > 0)

によって定義するとき,

0 < f(x) <
1

4x(x+ 1)
(x ≥ 1)

が成り立つことを証明せよ.
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7 数列 {an}n≥1を
an =

n!en

nn+
1
2

(n ∈ N, n ≥ 1)

によって定義するとき, 次のことを証明せよ.

(1) {log an}n≥1は狭義単調減少かつ下に有界である.

(2) (Stirlingの公式) {an}n≥1は収束し, lim
n→∞

an =
√
2π.

【ヒント】Wallisの公式を用いる.

8 次の関数 f の 0を中心とする Taylor級数とその収束半径を求めよ.

(1) f(x) = log
1 + x

1− x
.

(2) f(x) = log(1 + x+ x2).

9 (Catalan数) 数列 {an}n∈Nを次の漸化式

a0 = 1, an+1 =

n∑
k=0

akan−k (n ∈ N)

によって定義するとき, 次の問いに答えよ.

(1) 次の整級数
f(x) =

∞∑
n=0

anx
n (x ̸= 0)

の収束半径を求め, f を初等関数で表せ.

(2) {an}n∈Nの一般項を求めよ.
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• 三角関数, 逆三角関数
10 次の関数 f の 0を中心とする Taylor級数とその収束半径を求めよ.

(1) f(x) = cos3 x.

(2) f(x) = sin3 x.

11 次の関数 f の 0を中心とする Taylor級数とその収束半径を求めよ.

(1) f(x) = log(x+
√
x2 + 1).

(2) f(x) = arcsin x.

12 (指定演習問題 10) 次の整級数 f の収束半径を求め, f を初等関数で表せ.

(1) f(x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n(n+ 2)
xn+2.

(2) f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)2n
x2n.

13 次の級数が絶対収束することを証明し, その和を求めよ.

(1)

∞∑
n=1

(−1)n−1

n(n+ 1)
.

(2)
∞∑
n=1

(−1)n−1

4n2 − 1
.

14 次の問いに答えよ.

(1) R \ {−1}上の関数 f : R \ {−1} → Rを

f(x) =
1

1 + x3
(x ∈ R, x ̸= −1)

によって定義するとき, f の原始関数 F を求めよ.

(2)

∞∑
n=0

(−1)n

3n+ 1
が条件収束することを証明し, その和を求めよ.

15 次の問いに答えよ.

(1) lim
n→∞

√
n
(2n− 1)!!

(2n)!!
の値を求めよ.

(2)
∞∑
n=0

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
が条件収束することを証明し, その和を求めよ.

【ヒント】Wallisの公式を用いる.
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