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第0章 論理と集合

0.1 命題論理, 述語論理

• 命題論理
定義 0.1.1. P , Qを命題とする.

(1) (論理同値) “P の真偽とQの真偽は一致する”という命題を P ⇔ Qで表す.

(2) (論理否定) “P でない”という命題を ¬P で表す.

命題 0.1.1 (二重否定の法則). P を命題とすると, 次の命題
¬¬P ⇔ P

は真である.

証明. (真理表)

P ¬P ¬¬P ¬¬P ⇔ P

真 偽 真 真

偽 真 偽 真

定義 0.1.2. P , Qを命題とする.

(1) (論理和) “P またはQ”という命題を P ∨Qで表す.

(2) (論理積) “P かつQ”という命題を P ∧Qで表す.

P Q P ∨Q P ∧Q

真 真 真 真

真 偽 真 偽

偽 真 真 偽

偽 偽 偽 偽
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命題 0.1.2. P を命題とする.

(1) P ∨ ¬P は真である.

(2) P ∧ ¬P は偽である.

証明. (真理表)

P ¬P P ∨ ¬P P ∧ ¬P

真 偽 真 偽

偽 真 真 偽

命題 0.1.3. P , Q, Rを命題とすると, 次の命題は真である.

(1) P ∨ P ⇔ P .

(2) P ∨Q ⇔ Q ∨ P .

(3) (P ∨Q) ∨R ⇔ P ∨ (Q ∨R).

(4) (P ∨Q) ∧R ⇔ (P ∧R) ∨ (Q ∧R).

証明. 省略 (真理表).

命題 0.1.4. P , Q, Rを命題とすると, 次の命題は真である.

(1) P ∧ P ⇔ P .

(2) P ∧Q ⇔ Q ∧ P .

(3) (P ∧Q) ∧R ⇔ P ∧ (Q ∧R).

(4) (P ∧Q) ∨R ⇔ (P ∨R) ∧ (Q ∨R).

証明. 省略 (真理表).

命題 0.1.5 (de Morganの法則). P , Qを命題とすると, 次の命題は真である.

(1) ¬(P ∨Q) ⇔ ¬P ∧ ¬Q.

(2) ¬(P ∧Q) ⇔ ¬P ∨ ¬Q.

証明. 省略 (真理表).

定義 0.1.3. P , Qを命題とする.

(1) (論理包含) ¬P ∨Qという命題を P ⇒ Qで表す.

(2) (論理包含) P ∨ ¬Qという命題を P ⇐ Qで表す.
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命題 0.1.6 (論理同値の法則). P , Qを命題とすると, 次の命題
(P ⇒ Q) ∧ (P ⇐ Q) ⇔ (P ⇔ Q)

は真である.

証明. (真理表)

P Q ¬P ¬Q P ⇒ Q P ⇐ Q P ⇔ Q

真 真 偽 偽 真 真 真

真 偽 偽 真 偽 真 偽

偽 真 真 偽 真 偽 偽

偽 偽 真 真 真 真 真

注意. P , Qを命題とするとき, P が偽ならば, 次の命題
P ⇒ Q

は (形式的に)真である.

定理 0.1.1 (モーダス・ポーネンス). P , Qを命題とすると, 次の命題
P ∧ (P ⇒ Q) ⇒ Q

は真である.

証明. (P ∧ (P ⇒ Q) ⇒ Q) ⇔ ¬(P ∧ (P ⇒ Q)) ∨Q

⇔ ¬P ∨ ¬(P ⇒ Q) ∨Q

⇔ (¬P ∨Q) ∨ ¬(P ⇒ Q)

⇔ (P ⇒ Q) ∨ ¬(P ⇒ Q).

定理 0.1.2 (三段論法). P , Q, Rを命題とすると, 次の命題
(P ⇒ Q) ∧ (Q ⇒ R) ⇒ (P ⇒ R)

は真である.

証明. ((P ⇒ Q) ∧ (Q ⇒ R) ⇒ (P ⇒ R)) ⇔ ¬((¬P ∨Q) ∧ (¬Q ∨R)) ∨ (¬P ∨R)

⇔ (P ∧ ¬Q) ∨ (Q ∧ ¬R) ∨ ¬P ∨R

⇔ ((P ∧ ¬Q) ∨ ¬P ) ∨ ((Q ∧ ¬R) ∨R)

⇔ ((P ∨ ¬P ) ∧ (¬P ∨ ¬Q)) ∨ ((Q ∨R) ∧ (R ∨ ¬R))

⇔ ¬P ∨ ¬Q ∨Q ∨R

⇔ (Q ∨ ¬Q) ∨ (¬P ∨R)

⇔ (Q ∨ ¬Q) ∨ (P ⇒ R)

⇔ Q ∨ ¬Q.
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定理 0.1.3 (背理法). P , Qを命題とすると, 次の命題

(¬Q ⇒ P ∧ ¬P ) ⇒ Q

は真である.

証明. ((¬Q ⇒ P ∧ ¬P ) ⇒ Q) ⇔ ¬(¬¬Q ∨ (P ∧ ¬P )) ∨Q

⇔ (¬Q ∧ ¬(P ∧ ¬P )) ∨Q

⇔ (¬Q ∧ (¬P ∨ P )) ∨Q

⇔ ((P ∨ ¬P ) ∧ ¬Q) ∨Q

⇔ ¬Q ∨Q

⇔ Q ∨ ¬Q.

定理 0.1.4 (対偶の法則). P , Qを命題とすると, 次の命題

(P ⇒ Q) ⇔ (¬P ⇐ ¬Q)

は真である.

証明. (P ⇒ Q) ⇔ (¬P ∨Q)

⇔ (¬P ∨ ¬¬Q)

⇔ ((¬P ) ∨ ¬(¬Q))

⇔ (¬P ⇐ ¬Q).
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• 述語論理
定義 0.1.4. P (x)を変数 xについての命題とする.

(1) (特称記号) “ある変数 xが存在して P (x)”という命題を ∃x, P (x)で表す.

(2) (全称記号) “任意の変数 xに対して P (x)”という命題を ∀x, P (x)で表す.

注意. “ある変数 xが一意に存在して P (x)”という命題を ∃!x, P (x)で表すことがある.

命題 0.1.7 (de Morganの法則). P (x)を変数 xについての命題とすると, 次の命題は真である.

(1) ¬(∃x, P (x)) ⇔ ∀x,¬P (x).

(2) ¬(∀x, P (x)) ⇔ ∃x,¬P (x).

証明. 省略 (論理公理, 推論規則, 命題 0.1.1).

命題 0.1.8. P (x), Q(x)を変数 xについての命題とすると, 次の命題は真である.

(1) ∃x, P (x) ∨Q(x) ⇔ (∃x, P (x)) ∨ (∃x,Q(x)).

(2) ∀x, P (x) ∧Q(x) ⇔ (∀x, P (x)) ∧ (∀x,Q(x)).

証明. 省略 (論理公理, 変数条件, 命題 0.1.1).

命題 0.1.9. P (x, y)を変数 (x, y)についての命題とすると, 次の命題は真である.

(1) ∃x, ∃y, P (x, y) ⇔ ∃y, ∃x, P (x, y).

(2) ∀x, ∀y, P (x, y) ⇔ ∀y, ∀x, P (x, y).

証明. 省略 (論理公理, 変数条件, 命題 0.1.1).

命題 0.1.10. P (x, y)を変数 (x, y)についての命題とすると, 次の命題

∃y, ∀x, P (x, y) ⇒ ∀x, ∃y, P (x, y)

は真である.

証明. 省略 (論理公理, 変数条件).

注意. P (x, y)を変数 (x, y)についての命題とするとき, 次の命題

∃y, ∀x, P (x, y) ⇐ ∀x, ∃y, P (x, y)

が真であるとは限らない.
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0.2 集合, 写像

• 集合
定義 0.2.1. A, Bを集合とする.

(1) 変数 xがAの元であることを x ∈ Aと書く.

(2) 変数 xがAの元でないことを x /∈ Aと書く.

(3) ∀x, (x ∈ A ⇔ x ∈ B)のことをA = Bと書く.

定義 0.2.2. A, Bを集合とする.

(1) ∀x, (x ∈ A ⇒ x ∈ B)のことをA ⊆ Bと書き, AをBの部分集合と言う.

(2) ∀x, (x ∈ A ⇐ x ∈ B)のことをA ⊇ Bと書き, BをAの部分集合と言う.

定義 0.2.3. A, Bを集合とする.

(1) (A ⊆ B) ∧ (A ̸= B)のことをA ⊊ Bと書き, AをBの真部分集合と言う.

(2) (A ⊇ B) ∧ (A ̸= B)のことをA ⊋ Bと書き, BをAの真部分集合と言う.

注意. A, Bを集合とすると, 次の命題

(A ⊆ B) ∧ (A ⊇ B) ⇔ (A = B)

は真である.

定義 0.2.4. P (x)を変数 xについての命題とする.

(1) P (x)が真である変数 x全体の集合を {x ; P (x)}と書く.

(2) ∀x, x /∈ ∅が真である集合 ∅を空集合と言う.

注意. Aを集合とすると, 次の命題
∅ ⊆ A

は (形式的に)真である.

定義 0.2.5. A, Bを集合とする.

(1) A ∪B = {x ; (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)}をAとBの和または合併と言う.

(2) A ∩B = {x ; (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)}をAとBの積または共通部分と言う.

例. A = {a, b}, B = {b, c}とおくと,

A ∪B = {a, b, c}, A ∩B = {b}

が成り立つ.
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命題 0.2.1. A, B, C を集合とする.

(1) A ∪A = A.

(2) A ∪B = B ∪A.

(3) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).

(4) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

証明. 省略 (命題 0.1.3).

命題 0.2.2. A, B, C を集合とする.

(1) A ∩A = A.

(2) A ∩B = B ∩A.

(3) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

(4) (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).

証明. 省略 (命題 0.1.4).

定義 0.2.6. A, Bを集合とする.

(1) A \B = {x ; (x ∈ A) ∧ (x /∈ B)}をAとBの差と言う.

(2) A ⊇ Bのとき, Bc = A \BをAに対するBの補集合と言う.

例. A = {a, b}, B = {b, c}とおくと,

A \B = {a}, B \A = {c}

が成り立つ.

命題 0.2.3. X を集合, ∗cをX に対する ∗の補集合, A,B ⊆ X をX の部分集合とする.

(1) Xc = ∅, ∅c = X.

(2) Acc = A.

(3) A ∪Ac = X, A ∩Ac = ∅.

(4) A ⊆ B ⇔ Ac ⊇ Bc.

証明. 省略 (命題 0.1.1, 命題 0.1.2, 定理 0.1.4).

命題 0.2.4 (de Morganの法則). Xを集合, ∗cをXに対する ∗の補集合, A,B ⊆ XをXの部分集合と
する.

(1) (A ∪B)c = Ac ∩Bc.

(2) (A ∩B)c = Ac ∪Bc.

証明. 省略 (命題 0.1.5).
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• 集合族
定義 0.2.7. X を集合とする.

(1) 集合の集合を集合族と言う.

(2) X の部分集合全体の集合を P(X) = {A ; A ⊆ X}と書き, P(X)をX の冪集合と言う.

例. X = {a, b, c}とおくと,

P(X) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, X}

が成り立つ.

定義 0.2.8. Aを集合族とする.

(1)
⋃
A∈A

A = {x ; ∃A ∈ A, x ∈ A}をAの和または合併と言う.

(2)
⋂
A∈A

A = {x ; ∀A ∈ A, x ∈ A}をAの積または共通部分と言う.

注意. I を集合とし, A = {Ai ; i ∈ I}とおくとき,⋃
A∈A

A =
⋃
i∈I

Ai,
⋂
A∈A

A =
⋂
i∈I

Ai

と書くと, ⋃
i∈I

Ai = {x ; ∃i ∈ I, x ∈ Ai},
⋂
i∈I

Ai = {x ; ∀i ∈ I, x ∈ Ai}

が成り立つ.

命題 0.2.5. Aを集合族, Bを集合とする.

(1)

( ⋃
A∈A

A

)
∩B =

⋃
A∈A

(A ∩B).

(2)

( ⋂
A∈A

A

)
∪B =

⋂
A∈A

(A ∪B).

証明. 省略 (命題 0.1.8).

命題 0.2.6 (de Morganの法則). X を集合, ∗cをX に対する ∗の補集合, A ⊆ P(X)をX の部分集合
族とする.

(1)

( ⋃
A∈A

A

)c

=
⋂
A∈A

Ac.

(2)

( ⋂
A∈A

A

)c

=
⋃
A∈A

Ac.

証明. 省略 (命題 0.1.7).
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• 写像
定義 0.2.9. X, Y を集合とする.

(1) X × Y = {(x, y) ; (x ∈ X) ∧ (y ∈ Y )}をX と Y の直積と言い, (x, y)を xと yの組と言う.

(2) X × Y の部分集合をX から Y への対応と言う.

例. X = {a, b}, Y = {c, d}とおくと,

X × Y = {(a, c), (a, d), (b, c), (b, d)}

が成り立つ.

定義 0.2.10. X, Y を集合, R ⊆ X × Y を ∀x ∈ X, ∃!y ∈ Y , (x, y) ∈ Rを満たすX から Y への対応と
する.

(1) 任意の x ∈ X に対し,

(x, y) ∈ R

を満たす y ∈ Y を y = f(x)と書き, f : X → Y をX から Y への写像と言う.

(2) (1)のとき, X を f の定義域と言い, Y を f の値域と言う.

例. X = {a, b}, Y = {c, d}とおくと, R = {(a, c), (b, d)}, つまり,

f(a) = c, f(b) = d

はX から Y への写像である.

定義 0.2.11. X, Y を集合, f : X → Y をX から Y への写像とする.

(1) 任意のA ⊆ X に対し, f(A) = {f(x) ; x ∈ A}を f によるAの像と言う.

(2) 任意のB ⊆ Y に対し, f−1(B) = {x ∈ X ; f(x) ∈ B}を f によるBの逆像と言う.

例. X = {a, b}, Y = {c, d}とおくと, R = {(a, c), (b, c)}, つまり,

f(a) = c, f(b) = c

はX から Y への写像であり,

f({a}) = {c}, f({b}) = {c}, f({a, b}) = {c}, f(∅) = ∅,

f−1({c}) = {a, b}, f−1({d}) = ∅, f−1({c, d}) = {a, b}, f−1(∅) = ∅

が成り立つ.

定義 0.2.12. X, Y を集合, f, g : X → Y をX から Y への写像とする. f と gが等しいとは,

∀x ∈ X, f(x) = g(x)

が成り立つことを言う. このとき, f = gと書く.
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定義 0.2.13. X, Y を集合, f : X → Y をX から Y への写像とする.

(1) f が全射であるとは, f が ∀y ∈ Y , ∃x ∈ X, f(x) = yを満たすことを言う.

(2) f が単射であるとは, f が ∀x, x′ ∈ X, (f(x) = f(x′) ⇒ x = x′)を満たすことを言う.

(3) f が全単射であるとは, f が全射かつ単射であることを言う.

例. X = {a, b}, Y = {c}とおくと, R = {(a, c), (b, c)}, つまり,

f(a) = c, f(b) = c

はX から Y への全射であるが, 単射でない.

例. X = {a}, Y = {b, c}とおくと, R = {(a, b)}, つまり,

f(a) = b

はX から Y への単射であるが, 全射でない.

注意. X, Y を集合, f : X → Y をX から Y への全単射とすると, f は ∀y ∈ Y , ∃!x ∈ X, f(x) = yを
満たす.

定義 0.2.14. X, Y を集合, f : X → Y をX から Y への全単射とする. 任意の y ∈ Y に対し,

f(x) = y

を満たす x ∈ X を x = f−1(y)と書き, f−1 : Y → X を f の逆と言う.

例. X = {a, b}, Y = {c, d}とおくと, R = {(a, d), (b, c)}, つまり,

f(a) = d, f(b) = c

はX から Y への全単射であり,

f−1(c) = b, f−1(d) = a

が成り立つ.

定義 0.2.15. X, Y , Zを集合, f : X → Y , g : Y → ZをそれぞれXから Y , Y からZへの写像とする.

g ◦ f(x) = g(f(x)) (x ∈ X)

によって定義される g ◦ f : X → Z を f と gの合成と言う.

例. X = {a, b}とおくと, R = {(a, a), (b, a)}, S = {(a, b), (b, b)}, つまり,

f(a) = a, f(b) = a, g(a) = b, g(b) = b

はX 上の変換であり,

g ◦ f(a) = b, g ◦ f(b) = b, f ◦ g(a) = a, f ◦ g(b) = a

が成り立つ.
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• 選択公理
定義 0.2.16. Aを集合族とする.

∏
A∈A

A =

{
f : A →

⋃
A∈A

A ; ∀A ∈ A, f(A) ∈ A

}

をAの直積と言う.

注意. I を集合とし, A = {Ai ; i ∈ I}とおくとき,∏
A∈A

A =
∏
i∈I

Ai

と書くと, ∏
i∈I

Ai =

{
f : I →

⋃
i∈I

Ai ; ∀i ∈ I, f(i) ∈ Ai

}
が成り立つ.

注意. I, Aを集合とし, A = {Ai = A ; i ∈ I}とおくとき,∏
i∈I

Ai =
∏
i∈I

A = AI

と書くと,

AI = {f : I → A ; ∀i ∈ I, f(i) ∈ A} = {f : I → A}

が成り立つ.

注意. Aを集合族とすると, 次の命題

∃A ∈ A, A = ∅ ⇒
∏
A∈A

A = ∅

は真である.

公理 0.2.1 (選択公理). Aを集合族とすると, 次の命題

∀A ∈ A, A ̸= ∅ ⇒
∏
A∈A

A ̸= ∅

は真である.
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0.3 自然数, 整数, 有理数, 実数

• 実数体
定義 0.3.1. 実数全体の集合を Rと書く.

公理 0.3.1. Rは実数の加法・乗法について可換体である. つまり, 次の (i)–(x)を満たす.

(i) (x+ y) + z = x+ (y + z) (x, y, z ∈ R).

(ii) ∃!0 ∈ R, ∀x ∈ R, x+ 0 = x = 0 + x.

(iii) ∀x ∈ R, ∃!− x ∈ R, x+ (−x) = 0 = (−x) + x.

(iv) x+ y = y + x (x, y ∈ R).

(v) (xy)z = x(yz) (x, y, z ∈ R).

(vi) ∃!1 ∈ R \ {0}, ∀x ∈ R, x1 = x = 1x.

(vii) ∀x ∈ R \ {0}, ∃!x−1 ∈ R \ {0}, xx−1 = 1 = x−1x.

(viii) xy = yx (x, y ∈ R).

(ix) (x+ y)z = xz + yz (x, y, z ∈ R).

(x) x(y + z) = xy + xz (x, y, z ∈ R).

注意 (減法, 除法). (iii)の x+ (−y)を x− yと書き, (vii)の xy−1を x

y
と書く.

命題 0.3.1. 　
(1) −(−x) = x (x ∈ R).

(2) (x−1)−1 = x (x, y ∈ R \ {0}).

(3) (xy)−1 = y−1x−1 (x, y ∈ R \ {0}).

証明. 省略 (公理 0.3.1).

命題 0.3.2. 　
(1) x0 = 0x = 0 (x ∈ R).

(2) x(−y) = (−x)y = −(xy) (x, y ∈ R).

(3) (−x)(−y) = xy (x, y ∈ R).

証明. 省略 (公理 0.3.1).

命題 0.3.3. Rは実数の加法・乗法について整域である. つまり,

∀x, y ∈ R, (xy = 0 ⇒ (x = 0) ∨ (y = 0))

を満たす.
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証明. 省略 (公理 0.3.1).

公理 0.3.2. Rは実数の大小相等について全順序集合である. つまり, 次の (i)–(iv)を満たす.

(i) ∀x ∈ R, x ≤ x.

(ii) ∀x, y ∈ R, ((x ≤ y) ∧ (x ≥ y) ⇒ x = y).

(iii) ∀x, y, z ∈ R, ((x ≤ y) ∧ (y ≤ z) ⇒ x ≤ z).

(iv) ∀x, y ∈ R, (x ≤ y) ∨ (x ≥ y).

命題 0.3.4. 任意の x, y ∈ Rに対し, 次の (i)–(iii)のいずれか一つだけが成り立つ.

(i) x < y.

(ii) x = y.

(iii) x > y.

証明. 省略 (公理 0.3.2).

公理 0.3.3. Rは実数の加法・乗法・大小相等について順序体である. つまり, 次の (i), (ii)を満たす.

(i) ∀x, y, z ∈ R, (x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z).

(ii) ∀x, y, z ∈ R, ((x ≤ y) ∧ (z ≥ 0) ⇒ xz ≤ yz).

命題 0.3.5. 　

(1) ∀x, y ∈ R, ((x ≥ 0) ∧ (y ≥ 0) ⇒ x+ y ≥ 0).

(2) ∀x, y ∈ R, ((x ≥ 0) ∧ (y ≥ 0) ⇒ xy ≥ 0).

証明. 省略 (公理 0.3.1, 公理 0.3.3).

命題 0.3.6. 　

(1) ∀x, y ∈ R, ((x > 0) ∧ (y > 0) ⇒ xy > 0).

(2) ∀x, y ∈ R, ((x > 0) ∧ (y < 0) ⇒ xy < 0).

(3) ∀x, y ∈ R, ((x < 0) ∧ (y < 0) ⇒ xy > 0).

(4) ∀x ∈ R, (x ̸= 0 ⇒ x2 > 0).

証明. 省略 (公理 0.3.1, 公理 0.3.3).

命題 0.3.7. 　

(1) ∀x ∈ R, (x > 0 ⇒ x−1 > 0).

(2) ∀x, y ∈ R, ((x < y) ∧ (x > 0) ⇒ x−1 > y−1).

証明. 省略 (公理 0.3.1, 公理 0.3.3).
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定義 0.3.2. I ⊆ Rを Rの部分集合とする. I が Rの区間であるとは, I が

∀a, b ∈ R, (a, b ∈ I ⇒ {(1− t)a+ tb ; 0 ≤ t ≤ 1} ⊆ I)

を満たすことを言う.

定理 0.3.1. 空でない Rの区間は次の (i)–(vi)だけである.

(i) (開区間) (a, b) = {x ∈ R ; a < x < b} (a, b ∈ R, a < b).

(ii) (閉区間) [a, b] = {x ∈ R ; a ≤ x ≤ b} (a, b ∈ R, a ≤ b).

(iii) (半開区間) (a, b] = {x ∈ R ; a < x ≤ b}, [a, b) = {x ∈ R ; a ≤ x < b} (a, b ∈ R, a < b).

(iv) (開半直線) (a,∞) = {x ∈ R ; x > a}, (−∞, b) = {x ∈ R ; x < b} (a, b ∈ R).

(v) (閉半直線) [a,∞) = {x ∈ R ; x ≥ a}, (−∞, b] = {x ∈ R ; x ≤ b} (a, b ∈ R).

(vi) (数直線) (−∞,∞) = R.

証明. 省略.
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• 自然数
定義 0.3.3. A ⊆ Rを Rの部分集合とする.

(1) Aが継承的であるとは, Aが次の (i), (ii)を満たすことを言う.

(i) 0 ∈ A.

(ii) ∀n ∈ R, (n ∈ A ⇒ n+ 1 ∈ A).

(2) Rの継承的部分集合全体の集合を S(R) = {A ⊆ R ; Aは継承的である }と書く.

例. Rは Rの最大の継承的部分集合である.

例. N =
⋂

A∈S(R)

Aは Rの最小の継承的部分集合である.

命題 0.3.8. ∀A ⊆ R, (A ∈ S(R) ⇒ A ⊇ N).

証明. 省略 (定義 0.3.3).

定義 0.3.4. 0 + 1 = 1, 1 + 1 = 2, 2 + 1 = 3, · · · , N = {0, 1, 2, 3, · · · }と書き, Nの元を自然数と言う.

定理 0.3.2 (数学的帰納法の原理). ∀A ⊆ N, (A ∈ S(R) ⇒ A = N).

証明. 省略 (命題 0.3.8).

N, Rの包含関係� �
N ⊊ R.� �

定義 0.3.5. A, Bを集合とする.

(1) AからBへの全単射 f : A → Bが存在することを ♯(A) = ♯(B)と書く.

(2) n = 0 ⇒ {0, 1, · · · , n− 1} = ∅, n ∈ N ⇒ ♯({0, 1, · · · , n− 1}) = nと書き, nを個数と言う.

(3) ♯(N) = ℵ0, ♯(R) = ℶ1と書き, ℵ0, ℶ1をそれぞれ可算濃度, 連続濃度と言う.

例. n ∈ N, n ≥ 1とし, A = {a0, a1, · · · , an−1}とおくと, ♯(A) = n.

例 (素数). A = {p ∈ N ; pは素数である }とおくと, ♯(A) = ℵ0.

定義 0.3.6. Aを集合とする.

(1) Aが有限 (finite)であるとは, Aが ∃n ∈ N, ♯(A) = nを満たすことを言う.

(2) Aが可算無限であるとは, Aが ♯(A) = ℵ0を満たすことを言う.

(3) Aが連続無限であるとは, Aが ♯(A) = ℶ1を満たすことを言う.

例. n ∈ N, n ≥ 1とし, A = {a0, a1, · · · , an−1}とおくと, Aは有限である.

例 (素数). A = {p ∈ N ; pは素数である }とおくと, Aは可算無限である.
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• 整数環
定義 0.3.7. Z = {0,±1,±2,±3, · · · }と書き, Zの元を整数と言う.

命題 0.3.9. Zは実数の加法・乗法について可換環である. つまり, 次の (i)–(ix)を満たす.

(i) (x+ y) + z = x+ (y + z) (x, y, z ∈ Z).

(ii) ∃!0 ∈ Z, ∀x ∈ Z, x+ 0 = x = 0 + x.

(iii) ∀x ∈ Z, ∃!− x ∈ Z, x+ (−x) = 0 = (−x) + x.

(iv) x+ y = y + x (x, y ∈ Z).

(v) (xy)z = x(yz) (x, y, z ∈ Z).

(vi) ∃!1 ∈ Z, ∀x ∈ Z, x1 = x = 1x.

(vii) xy = yx (x, y ∈ Z).

(viii) (x+ y)z = xz + yz (x, y, z ∈ Z).

(ix) x(y + z) = xy + xz (x, y, z ∈ Z).

証明. 省略 (公理 0.3.1).

命題 0.3.10. Zは実数の大小相等について全順序集合である. つまり, 次の (i)–(iv)を満たす.

(i) ∀x ∈ Z, x ≤ x.

(ii) ∀x, y ∈ Z, ((x ≤ y) ∧ (x ≥ y) ⇒ x = y).

(iii) ∀x, y, z ∈ Z, ((x ≤ y) ∧ (y ≤ z) ⇒ x ≤ z).

(iv) ∀x, y ∈ Z, (x ≤ y) ∨ (x ≥ y).

証明. 省略 (公理 0.3.2).

命題 0.3.11. Zは実数の加法・乗法・大小相等について順序環である. つまり, 次の (i), (ii)を満たす.

(i) ∀x, y, z ∈ Z, (x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z).

(ii) ∀x, y, z ∈ Z, ((x ≤ y) ∧ (z ≥ 0) ⇒ xz ≤ yz).

証明. 省略 (公理 0.3.3).

N, Z, Rの包含関係� �
N ⊊ Z ⊊ R.� �
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• 有理数体
定義 0.3.8. Q =

{m
n

; m,n ∈ Z, n ̸= 0
}
と書き, Qの元を有理数と言う.

命題 0.3.12. Qは実数の加法・乗法について可換体である. つまり, 次の (i)–(x)を満たす.

(i) (x+ y) + z = x+ (y + z) (x, y, z ∈ Q).

(ii) ∃!0 ∈ Q, ∀x ∈ Q, x+ 0 = x = 0 + x.

(iii) ∀x ∈ Q, ∃!− x ∈ Q, x+ (−x) = 0 = (−x) + x.

(iv) x+ y = y + x (x, y ∈ Q).

(v) (xy)z = x(yz) (x, y, z ∈ Q).

(vi) ∃!1 ∈ Q \ {0}, ∀x ∈ Q, x1 = x = 1x.

(vii) ∀x ∈ Q \ {0}, ∃!x−1 ∈ Q \ {0}, xx−1 = 1 = x−1x.

(viii) xy = yx (x, y ∈ Q).

(ix) (x+ y)z = xz + yz (x, y, z ∈ Q).

(x) x(y + z) = xy + xz (x, y, z ∈ Q).

証明. 省略 (公理 0.3.1).

命題 0.3.13. Qは実数の大小相等について全順序集合である. つまり, 次の (i)–(iv)を満たす.

(i) ∀x ∈ Q, x ≤ x.

(ii) ∀x, y ∈ Q, ((x ≤ y) ∧ (x ≥ y) ⇒ x = y).

(iii) ∀x, y, z ∈ Q, ((x ≤ y) ∧ (y ≤ z) ⇒ x ≤ z).

(iv) ∀x, y ∈ Q, (x ≤ y) ∨ (x ≥ y).

証明. 省略 (公理 0.3.2).

命題 0.3.14. Qは実数の加法・乗法・大小相等について順序体である. つまり, 次の (i), (ii)を満たす.

(i) ∀x, y, z ∈ Q, (x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z).

(ii) ∀x, y, z ∈ Q, ((x ≤ y) ∧ (z ≥ 0) ⇒ xz ≤ yz).

証明. 省略 (公理 0.3.3).

N, Z, Q, Rの包含関係� �
N ⊊ Z ⊊ Q ⊆ R.� �
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第1章 初等関数の微積分法

1.1 指数関数, 対数関数, 冪関数

• 指数関数
定義 1.1.1. e = lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

をNapier数と言う.

定義 1.1.2. 　

(1) 任意の n ∈ Nに対し,

en =


1 (n = 0),

e · · · e︸ ︷︷ ︸
n 個

(n ≥ 1), e−n =
1

en

をそれぞれ eの n乗, −n乗と言う.

(2) 任意のm,n ∈ N, n ≥ 1に対し,

e
m
n = n

√
em, e−

m
n =

1

e
m
n

をそれぞれ eの m

n
乗, −

m

n
乗と言う.

(3) 任意の x ∈ R \Q (定義 0.2.4)に対し, {rn}を lim
n→∞

rn = xとなる有理数列とする.

ex = lim
n→∞

ern

を eの x乗と言う.

命題 1.1.1. 　

(1) (加法定理) exey = ex+y (x, y ∈ R).

(2) (ex)y = (ey)x = exy (x, y ∈ R).

証明. 省略 (高等学校数学 II).

定義 1.1.3. 次の関数
expx = ex (x ∈ R)

によって定義される exp : R → (0,∞)を指数関数と言う.
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• 対数関数
定義 1.1.4. exp : R → (0,∞)の逆関数 log : (0,∞) → Rを対数関数と言う. つまり, 任意の x > 0に
対し,

exp y = x

を満たす y ∈ Rを y = log xと書き, log xを xの対数と言う.

命題 1.1.2. 　

(1) exp(log x) = x (x > 0).

(2) log(exp y) = y (y ∈ R).

(3) log 1 = 0.

(4) log e = 1.

証明. 省略 (高等学校数学 II).

命題 1.1.3. 　

(1) (加法定理) log(x1x2) = log x1 + log x2 (x1, x2 > 0).

(2) log
1

x
= − log x (x > 0).

証明. 省略 (高等学校数学 II).
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• 冪関数
定義 1.1.5. a > 0とする. 任意の x ∈ Rに対し,

ax = exp(x log a)

を aの x乗と言う.

命題 1.1.4. a, b > 0とする.

(1) (加法定理) axay = ax+y (x, y ∈ R).

(2) log(ax) = x log a (x ∈ R).

(3) (ax)y = (ay)x = axy (x, y ∈ R).

(4) (ab)x = axbx (x ∈ R).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.1.5. a > 0とする.

(1) 任意の n ∈ Nに対して

an =


1 (n = 0),

a · · · a︸ ︷︷ ︸
n 個

(n ≥ 1), a−n =
1

an

が成り立つ.

(2) 任意のm,n ∈ N, n ≥ 1に対して

a
m
n = n

√
am, a−

m
n =

1

a
m
n

が成り立つ.

(3) 任意の x ∈ R \Q (定義 0.2.4)に対し, {rn}を lim
n→∞

rn = xとなる有理数列とすると,

ax = lim
n→∞

arn

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 指数関数, 対数関数, 冪関数の微積分法
命題 1.1.6. lim

h→0

exph− 1

h
= 1.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.1.7. expは Rで微分可能であり,

(expx)′ = expx,

∫
expxdx = expx (x ∈ R)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.1.8. logは (0,∞)で微分可能であり,

(log x)′ =
1

x
,

∫
1

x
dx = log x (x > 0)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 1.1.6. α ∈ Rとする. 次の関数

xα = exp(α log x) (x > 0)

によって定義される ∗α : (0,∞) → (0,∞)を冪関数と言う.

命題 1.1.9. α ∈ R, α ̸= 0とすると, ∗αは (0,∞)で微分可能であり,

(xα)′ = αxα−1,

∫
xα−1dx =

1

α
xα (x > 0)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 1.1.7. a > 0とする. 次の関数

ax = exp(x log a) (x ∈ R)

によって定義される a∗ : R → (0,∞)を冪関数と言う.

命題 1.1.10. a > 0, a ̸= 1とすると, a∗は Rで微分可能であり,

(ax)′ = (log a)ax,

∫
axdx =

1

log a
ax (x ∈ R)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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1.2 三角関数, 逆三角関数

• 弧度法, 三角比
定義 1.2.1. 　

(1) 単位円を C = {(x, y) ∈ R2 = R× R ; x2 + y2 = 1} (定義 0.2.7)と書く.

(2) 円周率を πと書く.

定義 1.2.2 (弧度法). (1, 0)と (x, y) ∈ C を反時計回りに結ぶ C 上の弧をA(x, y)とする.

(1) 任意の (x, y) ∈ C に対し, A(x, y)の長さを l(A(x, y))と書く.

(2) 任意の (x, y) ∈ C に対し,

θ = l(A(x, y))

を満たす θ ∈ [0, 2π)を角 (1, 0), (0, 0), (x, y)の弧度と言う.

度数法 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 120◦ 135◦ 150◦ 180◦ 270◦ 360◦

弧度法 0
π

6

π

4

π

3

π

2

2

3
π

3

4
π

5

6
π π

3

2
π 2π

定義 1.2.3 (三角比). (1, 0)と (x, y) ∈ C を反時計回りに結ぶ C 上の弧をA(x, y)とする.

(1) 任意の θ ∈ Rに対し,

l(A(x, y)) ≡ θ (mod 2π)

を満たす (x, y) ∈ C を (x, y) = (cos θ, sin θ)と書き, cos θ, sin θをそれぞれ θの余弦, 正弦と言う.

(2) 任意の θ ∈ R \
(
Z+

1

2

)
π (定義 0.2.4)に対し, tan θ =

sin θ

cos θ
を θの正接と言う.
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• 三角関数
定義 1.2.4. 　

(1) 次の関数 cosx = (xの余弦) (x ∈ R),

sinx = (xの正弦) (x ∈ R)

によって定義される cos : R → [−1, 1], sin : R → [−1, 1]をそれぞれ余弦関数, 正弦関数と言う.

(2) 次の関数
tanx =

sinx

cosx
(x ∈ R)

によって定義される tan : R \
(
Z+

1

2

)
π → R (定義 0.2.4)を正接関数と言う.

命題 1.2.1. 　

(1) cos2 x+ sin2 x = 1 (x ∈ R).

(2) 1 + tan2 x =
1

cos2 x

(
x ∈ R \

(
Z+

1

2

)
π

)
.

証明. 省略 (高等学校数学 II).

命題 1.2.2. 　

(1)

cos(−x) = cosx (x ∈ R),

sin(−x) = − sinx (x ∈ R).

(2) tan(−x) = − tanx

(
x ∈ R \

(
Z+

1

2

)
π

)
.

証明. 省略 (高等学校数学 II).

命題 1.2.3. 　

(1)


cos
(
x+

π

2

)
= − sinx (x ∈ R),

sin
(
x+

π

2

)
= cosx (x ∈ R).

(2) tan
(
x+

π

2

)
= − 1

tanx
(x ∈ R \ Zπ).

証明. 省略 (高等学校数学 II).

命題 1.2.4. 　

(1)

cos(x+ π) = − cosx (x ∈ R),

sin(x+ π) = − sinx (x ∈ R).

(2) tan(x+ π) = tanx

(
x ∈ R \

(
Z+

1

2

)
π

)
.
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証明. 省略 (高等学校数学 II).

命題 1.2.5. 　

(1)

cos(x+ 2π) = cosx (z ∈ R),

sin(x+ 2π) = sinx (x ∈ R).

(2) tan(x+ 2π) = tanx

(
x ∈ R \

(
Z+

1

2

)
π

)
.

証明. 省略 (高等学校数学 II).

命題 1.2.6 (加法定理). 　

(1)

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y (x, y ∈ R),

sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y (x, y ∈ R).

(2) tan(x+ y) =
tanx+ tan y

1− tanx tan y

(
x, y ∈ R, x, y, x+ y /∈

(
Z+

1

2

)
π

)
.

証明. 省略 (高等学校数学 II).
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• 逆三角関数
定義 1.2.5. sin :

[
−π

2
,
π

2

]
→ [−1, 1]の逆関数 arcsin : [−1, 1] →

[
−π

2
,
π

2

]
を逆正弦関数と言う. つま

り, 任意の−1 ≤ x ≤ 1に対し,

sin y = x

を満たす−π

2
≤ y ≤ π

2
を y = arcsinxと書き, arcsinxを xの逆正弦と言う.

定義 1.2.6. cos : [0, π] → [−1, 1]の逆関数 arccos : [−1, 1] → [0, π]を逆余弦関数と言う. つまり, 任意
の−1 ≤ x ≤ 1に対し,

cos y = x

を満たす 0 ≤ y ≤ πを y = arccosxと書き, arccosxを xの逆余弦と言う.

定義 1.2.7. tan :
(
−π

2
,
π

2

)
→ Rの逆関数 arctan : R →

(
−π

2
,
π

2

)
を逆正接関数と言う. つまり, 任意

の x ∈ Rに対し,

tan y = x

を満たす−π

2
< y <

π

2
を y = arctanxと書き, arctanxを xの逆正接と言う.

命題 1.2.7. 　

(1) arcsin(−x) = − arcsinx (−1 ≤ x ≤ 1).

(2) arctan(−x) = − arctanx (x ∈ R).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.2.8. 　

(1) arcsin x+ arccosx =
π

2
(−1 ≤ x ≤ 1).

(2) arctan x+ arctan
1

x
=


π

2
(x > 0),

−π

2
(x < 0).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 三角関数, 逆三角関数の微積分法
命題 1.2.9. cosx <

sinx

x
< 1

(
−π

2
< x <

π

2
, x ̸= 0

)
.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.2.10.


lim
x→0

1− cosx

x
= 0,

lim
x→0

sinx

x
= 1.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.2.11. 　

(1) cos, sinは Rで微分可能であり,
(cosx)′ = − sinx,

∫
sinxdx = − cosx (x ∈ R),

(sinx)′ = cosx,

∫
cosxdx = sinx (x ∈ R)

が成り立つ.

(2) tanは R \
(
Z+

1

2

)
πで微分可能であり,

(tanx)′ =
1

cos2 x
,

∫
1

cos2 x
dx = tanx

(
x ∈ R \

(
Z+

1

2

)
π

)
が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.2.12. 　

(1) arcsinは (−1, 1)で微分可能であり,

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
,

∫
1√

1− x2
dx = arcsinx (−1 < x < 1)

が成り立つ.

(2) arccosは (−1, 1)で微分可能であり,

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

,

∫
1√

1− x2
dx = − arccosx (−1 < x < 1)

が成り立つ.

(3) arctanは Rで微分可能であり,

(arctanx)′ =
1

1 + x2
,

∫
1

1 + x2
dx = arctanx (x ∈ R)

が成り立つ.
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証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.2.13. a > 0とする.

(1)

∫
1√

a2 − x2
dx = arcsin

x

a
(−a < x < a).

(2)

∫ √
a2 − x2dx =

1

2

(
x
√

a2 − x2 + a2 arcsin
x

a

)
(−a < x < a).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.2.14. a > 0とする.

(1)

∫
1√

a2 − x2
dx = − arccos

x

a
(−a < x < a).

(2)

∫
1

a2 + x2
dx =

1

a
arctan

x

a
(x ∈ R).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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1.3 有理関数

• 部分分数分解
定義 1.3.1. n ∈ N, ak ∈ R (k ∈ {0, 1, · · · , n}), an ̸= 0とする.

p(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0

によって定義される pを多項式と言う. また, deg(p) = nと書き, nを pの次数 (degree)と言う.

定義 1.3.2. p, qを多項式とする.

r(x) =
p(x)

q(x)

によって定義される rを有理式と言う. 特に, deg(p) < deg(q)のとき, rを真分数式と言う.

命題 1.3.1. 任意の多項式 p, dに対し, 次の (i), (ii)を満たす多項式 q, rが一意に存在する.

(i) deg(r) < deg(d).

(ii) p(x) = d(x)q(x) + r(x).

証明. 省略.

命題 1.3.2 (部分分数分解). deg(p) < deg(q)を満たす任意の多項式 p, qに対し,

p(x)

q(x)
=

n1∑
n=1

mk∑
m=1

cmn

(x− an)m
+

n2∑
n=n1+1

mk∑
m=1

dmnx+ emn

{(x− an)2 + b2n}m

を満たす cmn ∈ R (n ∈ {1, · · · , n1}), dmn, emn ∈ R (n ∈ {n1 + 1, · · · , n2}) (m ∈ {1, · · · ,mn})が一意
に存在する. ただし,

• n1 ∈ Nは q(x) = 0の相異なる実根の個数.

• n2 ∈ Nは q(x) = 0の相異なる根の個数.

• an ∈ R (n ∈ {1, · · · , n1})は q(x) = 0の実根.

• an + ibn ∈ C \ R (n ∈ {n1 + 1, · · · , n2})は q(x) = 0の複素根.

• mn ∈ N, mn ≥ 1 (n ∈ {1, · · · , n1})は anの重複度.

• mn ∈ N, mn ≥ 1 (n ∈ {n1 + 1, · · · , n2})は an + ibnの重複度.

証明. 省略.
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• 有理関数の積分法 I

例. 　

(1)
x2 + 1

x3 − x
=

1

x+ 1
− 1

x
+

1

x− 1
.

(2)

∫
x2 + 1

x3 − x
dx = log

(
x− 1

x

)
.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例. 　

(1)
x+ 1

(x+ 2)(x− 1)2
=

1

9

{
6

(x− 1)2
+

1

x− 1
− 1

x+ 2

}
.

(2)

∫
x+ 1

(x+ 2)(x− 1)2
dx =

1

9

(
log

x− 1

x+ 2
− 6

x− 1

)
.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例. 　

(1)
x

(x− 1)(x2 + 1)
=

1

2

(
1

x2 + 1
− x

x2 + 1
+

1

x− 1

)
.

(2)

∫
x

(x− 1)(x2 + 1)
dx =

1

2

(
log

x− 1√
x2 + 1

+ arctanx

)
.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 有理関数の積分法 II

命題 1.3.3. 　

(1) t = tan
x

2

(
−π

2
< x <

π

2

)
とおくと,

cosx =
1− t2

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2

が成り立つ.

(2) rを (2変数の)有理式とすると,∫
r(cosx, sinx)dx =

∫
r

(
1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
2

1 + t2
dt

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例.

∫
1

sinx
dx = log

sinx

1 + cosx
.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.3.4. 　

(1) t = tanx
(
−π

2
< x <

π

2

)
とおくと,

cos2 x =
1

1 + t2
, sin2 x =

t2

1 + t2

が成り立つ.

(2) rを (2変数の)有理式とすると,∫
r(cos2 x, sin2 x)dx =

∫
r

(
1

1 + t2
,

t2

1 + t2

)
1

1 + t2
dt

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例.

∫
1

sin2 x
dx = − 1

tanx
.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 有理関数の積分法 III

命題 1.3.5. a, b, c ∈ R, a > 0, b2 − 4ac < 0とする.

(1) t =
√
ax2 + bx+ c+

√
ax (x ∈ R)とおくと,

x =
t2 − c

2
√
at+ b

,
√
ax2 + bx+ c =

√
at2 + bt+

√
ac

2
√
at+ b

が成り立つ.

(2) rを (2変数の)有理式とすると,∫
r(x,

√
ax2 + bx+ c)dx =

∫
r

(
t2 − c

2
√
at+ b

,

√
at2 + bt+

√
ac

2
√
at+ b

)
2(
√
at2 + bt+

√
ac)

(2
√
at+ b)2

dt

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 1.3.6. c > 0とする.

(1)

∫
1√

x2 + c
dx = log(x+

√
x2 + c) (x ∈ R).

(2)

∫ √
x2 + cdx =

1

2
{x
√
x2 + c+ c log(x+

√
x2 + c)} (x ∈ R).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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第2章 数列の極限と実数体の連続性

2.1 実数体の順序完備性

• Dedekindの公理
定義 2.1.1. K をQまたはR, (A,B) ∈ P(K)2 = P(K)×P(K) (定義 0.2.5), A,B ̸= ∅をAとBの組
(定義 0.2.7)とする. (A,B)が次の (i), (ii)を満たすとき, (A,B)をK の切断と言う.

(i) A ∪B = K, A ∩B = ∅.

(ii) 任意の a ∈ A, b ∈ Bに対して a < b.

定義 2.1.2. ∅ ̸= A ⊆ Rを Rの部分集合, x ∈ Rとする.

(1) x ∈ A, かつ任意の a ∈ Aに対して a ≤ xのとき, xをAの最大元と言い, x = maxAと書く.

(2) x ∈ A, かつ任意の a ∈ Aに対して a ≥ xのとき, xをAの最小元と言い, x = minAと書く.

注意. 最大元・最小元が存在すれば, それらは一意である.

公理 2.1.1 (Dedekindの公理). Rの任意の切断 (A,B)は次の (i), (ii)のいずれか一つだけを満たす.

(i) maxAは存在せず, minBが存在する.

(ii) maxAが存在し, minBは存在しない.

例. a > 1とする.

(1) B = {x ∈ R ; x > 0, x2 > a}, A = R \B (定義 0.2.4)とおくと, (A,B)は Rの切断である.

(2) x2 = aを満たす x > 0が一意に存在する. これより, x =
√
aと書き,

√
aを aの正の平方根と言う.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例 (無理数).
√
2 ∈ R \Q (定義 0.2.4).

証明. 省略 (高等学校数学 I).

N, Z, Q, Rの包含関係� �
N ⊊ Z ⊊ Q ⊊ R.� �
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• 上限公理, 下限公理
定義 2.1.3. A ⊆ Rを Rの部分集合, x ∈ Rとする.

(1) 任意の a ∈ Aに対して a ≤ xのとき, xをAの上界と言う. また, Aの上界全体の集合を
U(A) = {x ∈ R ; ∀a ∈ A, a ≤ x}

と書く.

(2) 任意の a ∈ Aに対して a ≥ xのとき, xをAの下界と言う. また, Aの下界全体の集合を
L(A) = {x ∈ R ; ∀a ∈ A, a ≥ x}

と書く.

定義 2.1.4. A ⊆ Rを Rの部分集合とする.

(1) Aが上に有界であるとは, U(A) ̸= ∅のことを言う.

(2) Aが下に有界であるとは, L(A) ̸= ∅のことを言う.

(3) Aが有界であるとは, Aが上に有界かつ下に有界であることを言う.

定義 2.1.5. ∅ ̸= A ⊆ Rを Rの部分集合とする.

(1) Aが上に有界のとき, supA = minU(A)をAの上限と言う.

(2) Aが下に有界のとき, inf A = maxL(A)をAの下限と言う.

命題 2.1.1. ∅ ̸= A ⊆ Rを Rの部分集合, α ∈ Rとするとき, α = supAであるための必要十分条件は,

αが次の (i), (ii)を満たすことである.

(i) αはAの上界である.

(ii) 任意の x < αに対し, x < a(x)を満たす a(x) ∈ Aが存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 2.1.2. ∅ ̸= A ⊆ Rを Rの部分集合, α ∈ Rとするとき, α = inf Aであるための必要十分条件は,

αが次の (i), (ii)を満たすことである.

(i) αはAの下界である.

(ii) 任意の x > αに対し, x > a(x)を満たす a(x) ∈ Aが存在する.

証明. 省略 (命題 2.1.1).

命題 2.1.3. A ⊆ Rを Rの部分集合とする.

(1) maxAが存在すれば, A ̸= ∅は上に有界であり, supA = maxAが成り立つ.

(2) minAが存在すれば, A ̸= ∅は下に有界であり, inf A = minAが成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

公理 2.1.2 (上限公理). ∅ ̸= A ⊆ RをRの部分集合とするとき, Aが上に有界ならば, supAが存在する.

公理 2.1.3 (下限公理). ∅ ̸= A ⊆ RをRの部分集合とするとき, Aが下に有界ならば, inf Aが存在する.

33



• 実数体の連続性 I

補題 2.1.1. A ⊆ Rを Rの部分集合とし, −A = {−a ; a ∈ A}とおくと, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) A ̸= ∅は下に有界であり, inf Aが存在する.

(ii) −A ̸= ∅は上に有界であり, sup(−A)が存在する.

さらに, Aが (i)または (ii)を満たせば,

sup(−A) = − inf A

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

補題 2.1.2. A ⊆ Rを Rの部分集合とし, −A = {−a ; a ∈ A}とおくと, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) A ̸= ∅は上に有界であり, supAが存在する.

(ii) −A ̸= ∅は下に有界であり, inf(−A)が存在する.

さらに, Aが (i)または (ii)を満たせば,

inf(−A) = − supA

が成り立つ.

証明. 省略 (補題 2.1.1).

定理 2.1.1 (実数体の順序完備性). 次の (i)–(iii)は互いに同値である.

(i) Dedekindの公理.

(ii) 上限公理.

(iii) 下限公理.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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2.2 数列の極限

• 実数体上のノルム・距離
定義 2.2.1. 任意の x ∈ Rに対し,

|x| = max{x,−x} =

x (x ≥ 0),

−x (x ≤ 0)

を xのノルムまたは絶対値と言う.

命題 2.2.1. (R, | ∗ |)はノルム空間である. つまり, 次の (i)–(iii)を満たす.

(i) ∀x ∈ R, (|x| ≥ 0) ∧ (|x| = 0 ⇔ x = 0).

(ii) (三角不等式) |x+ y| ≤ |x|+ |y| (x, y ∈ R).

(iii) |xy| = |x||y| (x, y ∈ R).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 2.2.2. 任意の x, y ∈ Rに対し,

d(x, y) = |x− y|

を xと yの距離と言う.

命題 2.2.2. (R, d)は距離空間である. つまり, 次の (i)–(iii)を満たす.

(i) ∀x, y ∈ R, (d(x, y) ≥ 0) ∧ (d(x, y) = 0 ⇔ x = y).

(ii) (三角不等式) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (x, y, z ∈ R).

(iii) d(x, y) = d(y, x) (x, y ∈ R).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

35



• 数列の収束・発散
定義 2.2.3. a : N → R (定義 0.2.8)を数列または実数列と言う. このとき,

a(n) = an (n ∈ N), a = {an}n∈N

と書き, anを {an}n∈Nの一般項と言う.

定義 2.2.4 (ε-N 論法). {an}n∈Nを数列とする. n → ∞のとき, anが α ∈ Rに収束するとは, 任意の
ε > 0に対してあるN(ε) ∈ Nが存在し, n ≥ N(ε)を満たす任意の n ∈ Nに対して

|an − α| < ε

が成り立つことを言う. このとき, lim
n→∞

an = αと書く.

定義 2.2.4の論理式� �
∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N, ∀n ∈ N, (n ≥ N(ε) ⇒ |an − α| < ε).� �

定義 2.2.5 (M -N 論法). {an}n∈N を数列とする. n → ∞のとき, an が∞に発散するとは, 任意の
M > 0に対してあるN(M) ∈ Nが存在し, n ≥ N(M)を満たす任意の n ∈ Nに対して

an > M

が成り立つことを言う. このとき, lim
n→∞

an = ∞と書く.

定義 2.2.5の論理式� �
∀M > 0, ∃N(M) ∈ N, ∀n ∈ N, (n ≥ N(M) ⇒ an > M).� �

定義 2.2.6 (M -N 論法). {an}n∈N を数列とする. n → ∞のとき, an が −∞に発散するとは, 任意の
M > 0に対してあるN(M) ∈ Nが存在し, n ≥ N(M)を満たす任意の n ∈ Nに対して

an < −M

が成り立つことを言う. このとき, lim
n→∞

an = −∞と書く.

定義 2.2.6の論理式� �
∀M > 0, ∃N(M) ∈ N, ∀n ∈ N, (n ≥ N(M) ⇒ an < −M).� �

注意. 数列の有限個の項を付け加えたり取り除いたりしても, その数列の収束・発散には関係しない.

命題 2.2.3. {an}n∈Nを数列とするとき, {an}n∈Nが収束すれば, lim
n→∞

anは一意である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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定義 2.2.7. {an}n∈Nを数列とし, a(N) = {an ; n ∈ N} ⊆ R (定義 0.2.9)とおく.

(1) {an}n∈Nが上に有界であるとは, a(N)が上に有界であることを言う.

(2) {an}n∈Nが下に有界であるとは, a(N)が下に有界であることを言う.

(3) {an}n∈Nが有界であるとは, a(N)が有界であることを言う.

定義 2.2.7(3)の論理式� �
∃a, b ∈ R, a ≤ b, ∀n ∈ N, a ≤ an ≤ b.� �

定義 2.2.8. {an}n∈Nを数列とする.

(1) {an}n∈Nが上に有界のとき, sup
n∈N

an = sup a(N)を {an}n∈Nの上限と言う.

(2) {an}n∈Nが下に有界のとき, inf
n∈N

an = inf a(N)を {an}n∈Nの下限と言う.

注意. {an}n∈Nを数列とする.

(1) (上限公理) {an}n∈Nが上に有界ならば, sup
n∈N

anが存在する.

(2) (下限公理) {an}n∈Nが下に有界ならば, inf
n∈N

anが存在する.

命題 2.2.4. {an}n∈Nを数列とする.

(1) {an}n∈Nが収束すれば, {an}n∈Nは有界である.

(2) {an}n∈Nが収束し, かつ lim
n→∞

an ̸= 0ならば, あるN ∈ Nが存在し, n ≥ N を満たす任意の n ∈ N
に対して

|an| >
1

2

∣∣∣ lim
n→∞

an

∣∣∣
が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 2.2.5 (和・スカラー倍の極限). {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列, c ∈ Rとする.

(1) {an}n∈N, {bn}n∈Nが収束すれば, {an + bn}n∈Nは収束し,

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

が成り立つ.

(2) {an}n∈N が収束すれば, {can}n∈Nは収束し,

lim
n→∞

(can) = c lim
n→∞

an

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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命題 2.2.6 (積・商の極限). {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列とする.

(1) {an}n∈N, {bn}n∈Nが収束すれば, {anbn}n∈Nは収束し,

lim
n→∞

(anbn) = lim
n→∞

an lim
n→∞

bn

が成り立つ.

(2) {an}n∈N, {bn}n∈Nが収束し, かつ lim
n→∞

bn ̸= 0ならば,

{
an
bn

}
n∈N
は収束し,

lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 2.2.7 (極限の単調性). {an}n∈N, {bn}n∈Nを数列とするとき, 任意の n ∈ Nに対して an ≤ bn, か
つ {an}n∈N, {bn}n∈Nが収束すれば,

lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 2.2.8 (はさみうちの原理). {an}n∈N, {bn}n∈N, {cn}n∈Nを数列とするとき, 任意の n ∈ Nに対し
て an ≤ cn ≤ bn, かつ {an}n∈N, {bn}n∈Nが収束して lim

n→∞
an = lim

n→∞
bnならば, {cn}n∈Nは収束し,

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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2.3 実数体のCauchy完備性

• 単調収束公理
定義 2.3.1. {an}n∈Nを数列とする.

(1) {an}n∈Nが単調増加であるとは, 任意の n ∈ Nに対して an ≤ an+1のことを言う.

(2) {an}n∈Nが単調減少であるとは, 任意の n ∈ Nに対して an ≥ an+1のことを言う.

定義 2.3.2. {an}n∈Nを数列とする.

(1) {an}n∈Nが狭義単調増加であるとは, 任意の n ∈ Nに対して an < an+1のことを言う.

(2) {an}n∈Nが狭義単調減少であるとは, 任意の n ∈ Nに対して an > an+1のことを言う.

公理 2.3.1 (単調増加収束公理). {an}n∈Nを数列とするとき, {an}n∈Nが単調増加かつ上に有界ならば,

{an}n∈Nは収束し,

lim
n→∞

an = sup
n∈N

an

が成り立つ.

公理 2.3.2 (単調減少収束公理). {an}n∈Nを数列とするとき, {an}n∈Nが単調減少かつ下に有界ならば,

{an}n∈Nは収束し,

lim
n→∞

an = inf
n∈N

an

が成り立つ.

定理 2.3.1. 次の (i), (ii)は同値である.

(i) 単調増加収束公理.

(ii) 単調減少収束公理.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 2.3.2. 　

(1) 上限公理⇒単調増加収束公理.

(2) 下限公理⇒単調減少収束公理.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例. 数列 {an}n≥1を
an =

(
1 +

1

n

)n

(n ∈ N, n ≥ 1)

によって定義すると, {an}n≥1は収束する. これより, lim
n→∞

an = eと書き, eをNapier数 (定義 1.1.1)

と言う.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Archimedesの公理
公理 2.3.3 (Archimedesの公理). 任意の x, y > 0に対し,

nx > y

を満たす n ∈ Nが存在する.

定理 2.3.3. 次の (i), (ii)は同値である.

(i) Archimedesの公理.

(ii) Nは上に有界でない.

定理 2.3.3(ii)の論理式� �
∀b ∈ R, ∃n ∈ N, n > b.� �

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 2.3.4. 次の (i), (ii)は同値である.

(i) Archimedesの公理.

(ii) lim
n→∞

1

n
= 0.

証明. 省略 (演習問題).

定理 2.3.5. 次の (i), (ii)は同値である.

(i) Archimedesの公理.

(ii) 任意の 0 < a < 1に対して lim
n→∞

an = 0.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 2.3.6. 単調増加収束公理⇒Archimedesの公理.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 2.3.1. 　

(1) 任意の x ∈ Rに対し,

n ≤ x < n+ 1

を満たす n ∈ Zが一意に存在する.

(2) x < yを満たす任意の x, y ∈ Rに対し,

x < r < y

を満たす r ∈ Qが存在する.
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証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 2.3.3. 　

(1) 任意の x ∈ Rに対し,

n ≤ x < n+ 1

を満たす n ∈ Zを n = [x]と書き, [x]を xのGauss記号と言う.

(2) A ⊆ Rを Rの部分集合とする. Aが Rで稠密であるとは, 任意の x ∈ Rに対し,

lim
n→∞

an = x

となるAの点列 {an}n∈Nが存在することを言う.

命題 2.3.2 (10進展開). 任意の x ∈ Rに対し, 次の (i), (ii)を満たす整数列 {xn}n∈Nが存在する.

(i) x0 ∈ Z, xn ∈ N, 0 ≤ xn ≤ 9 (n ∈ N, n ≥ 1).

(ii) 数列 {rn}n∈Nを
rn =

n∑
k=0

xk
10k

(n ∈ N)

によって定義すると, {rn}n∈Nは lim
n→∞

rn = xとなる有理数列である.

特に, Qは Rで稠密である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Cantorの公理
定義 2.3.4. {An}n∈Nを集合列とする.

(1) {An}n∈Nが単調増加であるとは, 任意の n ∈ Nに対してAn ⊆ An+1のことを言う.

(2) {An}n∈Nが単調減少であるとは, 任意の n ∈ Nに対してAn ⊇ An+1のことを言う.

公理 2.3.4 (Cantorの公理). {In}n∈Nを Rの有界閉区間列とするとき, {In}n∈Nが単調減少ならば, 次
の (i), (ii)を満たす α, β ∈ I0, α ≤ βが存在する.

(i)
⋂
n∈N

In = [α, β].

(ii) In = [an, bn] (n ∈ N)とおくと, {an}n∈N, {bn}n∈Nは収束し, lim
n→∞

an = α, lim
n→∞

bn = β.

定理 2.3.7. 単調増加収束公理, 単調減少収束公理⇒Cantorの公理.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 2.3.5. a, b ∈ R, a ≤ bとし, I = [a, b]とおく. l(I) = b− aを I の長さと言う.

命題 2.3.3 (区間縮小法). {In}n∈Nを Rの有界閉区間列とするとき, {In}n∈Nが単調減少であり, かつ
lim
n→∞

l(In) = 0ならば, 次の (i), (ii)を満たす α ∈ I0が存在する.

(i)
⋂
n∈N

In = {α}.

(ii) In = [an, bn] (n ∈ N)とおくと, {an}n∈N, {bn}n∈Nは収束し, lim
n→∞

an = α = lim
n→∞

bn.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Bolzano-Weierstrassの公理
定義 2.3.6. n : N → Nを Nから Nへの写像, a = {an}n∈Nを数列とする.

(1) nが狭義単調増加であるとは, 任意の k ∈ Nに対して n(k) < n(k + 1)のことを言う.

(2) nが狭義単調増加のとき, a ◦ n : N → N → R (定義 0.2.13)を aの部分列と言う. このとき,

a ◦ n(k) = an(k) (k ∈ N), a ◦ n = {an(k)}k∈N

と書き, an(k)を {an(k)}k∈Nの一般項と言う.

命題 2.3.4. n : N → Nを Nから Nへの写像, {an}n∈Nを数列とする.

(1) nが狭義単調増加ならば, 任意の k ∈ Nに対して k ≤ n(k).

(2) {an}n∈Nが収束すれば, {an}n∈Nの任意の部分列 {an(k)}k∈Nに対して lim
k→∞

an(k) = lim
n→∞

an.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

公理 2.3.5 (Bolzano-Weierstrassの公理). {an}n∈Nを数列とするとき, {an}n∈Nが有界ならば, {an}n∈N
の収束する部分列が存在する.

定理 2.3.8. Archimedesの公理, Cantorの公理⇒Bolzano-Weierstrassの公理.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Cauchyの公理
定義 2.3.7. {an}n∈N を数列とする. {an}n∈N が Cauchy列であるとは, 任意の ε > 0に対してある
N(ε) ∈ Nが存在し, m,n ≥ N(ε)を満たす任意のm,n ∈ Nに対して

|an − am| < ε

が成り立つことを言う.

定義 2.3.7の論理式� �
∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N, ∀m,n ∈ N, (m,n ≥ N(ε) ⇒ |an − am| < ε).� �

命題 2.3.5. 数列 {an}n∈Nが収束すれば, {an}n∈Nは Cauchy列である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

注意 (命題 2.3.5の対偶). 数列 {an}n∈Nが Cauchy列でなければ, {an}n∈Nは収束しない.

公理 2.3.6 (Cauchyの公理). 数列 {an}n∈Nが Cauchy列ならば, {an}n∈Nは収束する.

命題 2.3.6. {an}n∈Nを Cauchy列とする.

(1) {an}n∈Nは有界である.

(2) {an}n∈Nの収束する部分列が存在すれば, {an}n∈Nは収束する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 2.3.9. Bolzano-Weierstrassの公理⇒Cauchyの公理.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 実数体の連続性 II

定理 2.3.10. Bolzano-Weierstrassの公理⇒Archimedesの公理.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 2.3.11. Archimedesの公理, Cauchyの公理⇒Dedekindの公理.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 2.3.12 (実数体の Cauchy完備性). 次の (i)–(viii)は互いに同値である.

(i) Dedekindの公理.

(ii) 上限公理.

(iii) 下限公理.

(iv) 単調増加収束公理.

(v) 単調減少収束公理.

(vi) Archimedesの公理, Cantorの公理.

(vii) Bolzano-Weierstrassの公理.

(viii) Archimedesの公理, Cauchyの公理.

証明. 省略 (定理 2.1.1, 定理 2.3.1, 定理 2.3.2, 定理 2.3.6–定理 2.3.11).

注意. 定理 2.3.12(i)–(viii)を総称して連続の公理と言う.
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第3章 関数の極限と連続関数

3.1 関数の極限

• x → aでの極限
定義 3.1.1. Aを集合とする. f : A → R (定義 0.2.8)をA上の関数と言う.

定義 3.1.2 (ε-δ論法). I ⊆ RをRの区間, a ∈ I, f : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数とする. x → aの
とき, f(x)が α ∈ Rに収束するとは, 任意の ε > 0に対してある δ(ε) > 0が存在し, 0 < |x− a| < δ(ε)

を満たす任意の x ∈ I に対して
|f(x)− α| < ε

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→a

f(x) = αと書く.

定義 3.1.2の論理式� �
∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, ∀x ∈ I, (0 < |x− a| < δ(ε) ⇒ |f(x)− α| < ε).� �

定義 3.1.3 (M -δ論法). I ⊆ RをRの区間, a ∈ I, f : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数とする. x → aの
とき, f(x)が∞に発散するとは, 任意のM > 0に対してある δ(M) > 0が存在し, 0 < |x− a| < δ(M)

を満たす任意の x ∈ I に対して
f(x) > M

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→a

f(x) = ∞と書く.

定義 3.1.3の論理式� �
∀M > 0, ∃δ(M) > 0, ∀x ∈ I, (0 < |x− a| < δ(M) ⇒ f(x) > M).� �

定義 3.1.4 (M -δ論法). I ⊆ RをRの区間, a ∈ I, f : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数とする. x → aの
とき, f(x)が−∞に発散するとは, 任意のM > 0に対してある δ(M) > 0が存在し, 0 < |x−a| < δ(M)

を満たす任意の x ∈ I に対して
f(x) < −M

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→a

f(x) = −∞と書く.

定義 3.1.4の論理式� �
∀M > 0, ∃δ(M) > 0, ∀x ∈ I, (0 < |x− a| < δ(M) ⇒ f(x) < −M).� �
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命題 3.1.1. I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数とする. x → aのとき, f(x)

が収束すれば, lim
x→a

f(x)は一意である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例. R \ {0}上の関数 f : R \ {0} → Rを

f(x) = x sin
1

x
(x ∈ R, x ̸= 0)

によって定義すると, lim
x→0

f(x) = 0となる.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 3.1.5. Aを集合, f : A → RをA上の関数とし, f(A) = {f(x) ; x ∈ A} ⊆ R (定義 0.2.9)とおく.

(1) f がAで上に有界であるとは, f(A)が上に有界であることを言う.

(2) f がAで下に有界であるとは, f(A)が下に有界であることを言う.

(3) f がAで有界であるとは, f(A)が有界であることを言う.

定義 3.1.5(3)の論理式� �
∃c, d ∈ R, c ≤ d, ∀x ∈ A, c ≤ f(x) ≤ d.� �

定義 3.1.6. A ̸= ∅を集合, f : A → RをA上の関数とする.

(1) f がAで上に有界のとき, sup
x∈A

f(x) = sup f(A)を f のAでの上限と言う.

(2) f がAで下に有界のとき, inf
x∈A

f(x) = inf f(A)を f のAでの下限と言う.

注意. A ̸= ∅を集合, f : A → RをA上の関数とする.

(1) (上限公理) f がAで上に有界ならば, sup
x∈A

f(x)が存在する.

(2) (下限公理) f がAで下に有界ならば, inf
x∈A

f(x)が存在する.

命題 3.1.2. I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数とする. x → aのとき,

(1) f(x)が収束すれば, ある δ > 0が存在し, f は (a− δ, a+ δ)で有界である.

(2) f(x)が収束し, かつ lim
x→a

f(x) ̸= 0ならば, ある δ > 0が存在し, 任意の x ∈ (a− δ, a+ δ)に対して

|f(x)| > 1

2

∣∣∣ lim
x→a

f(x)
∣∣∣

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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命題 3.1.3 (和・スカラー倍の極限). I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f, g : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数,

c ∈ Rとする.

(1) x → aのとき, f(x), g(x)が収束すれば, f(x) + g(x)は収束し,

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x)

が成り立つ.

(2) x → aのとき, f(x)が収束すれば, cf(x)は収束し,

lim
x→a

(cf(x)) = c lim
x→a

f(x)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 3.1.4 (積・商の極限). I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f, g : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数とする.

(1) x → aのとき, f(x), g(x)が収束すれば, f(x)g(x)は収束し,

lim
x→a

(f(x)g(x)) = lim
x→a

f(x) lim
x→a

g(x)

が成り立つ.

(2) x → aのとき, f(x), g(x)が収束し, かつ lim
x→a

g(x) ̸= 0ならば,
f(x)

g(x)
は収束し,

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 3.1.5 (合成の極限). I, J ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I \ {a} → J , g : J → Rをそれぞれ I \ {a},
J 上の関数とするとき,

lim
x→a

f(x) = b

となる b ∈ J が存在し, かつ y → bのとき, g(y)が収束すれば, x → aのとき, g ◦ f は収束し,

lim
x→a

(g ◦ f)(x) = lim
y→b

g(y)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 3.1.6 (極限の単調性). I ⊆ RをRの区間, a ∈ I, f, g : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数とする. 任
意の x ∈ I, x ̸= aに対して f(x) ≤ g(x), かつ x → aのとき, f(x), g(x)が収束すれば,

lim
x→a

f(x) ≤ lim
x→a

g(x)

が成り立つ.
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証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 3.1.7 (はさみうちの原理). I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f, g, h : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数と
する. 任意の x ∈ I, x ̸= aに対して f(x) ≤ h(x) ≤ g(x), かつ x → aのとき, f(x), g(x)が収束して
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x)ならば, x → aのとき, h(x)は収束し,

lim
x→a

h(x) = lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 3.1.8. I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数, α ∈ Rとすると, 次の (i),

(ii)は同値である.

(i) lim
x→a

f(x) = α.

(ii) 任意の n ∈ Nに対して xn ̸= a, かつ lim
n→∞

xn = aとなる I の任意の点列 {xn}n∈Nに対して

lim
n→∞

f(xn) = α

となる.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 3.1.1 (Cauchyの収束判定法). I ⊆ RをRの区間, a ∈ I, f : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数とす
ると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) x → aのとき, f(x)は収束する.

(ii) 任意の ε > 0に対してある δ(ε) > 0が存在し, 0 < |x− a|, |y − a| < δ(ε)を満たす任意の x, y ∈ I

に対して
|f(x)− f(y)| < ε

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• x → a ± 0での極限
定義 3.1.7 (ε-δ論法). I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数とする.

(1) x → a+ 0のとき, f(x)が α ∈ Rに収束するとは, 任意の ε > 0に対してある δ(ε) > 0が存在し,

a < x < a+ δ(ε)を満たす任意の x ∈ I に対して

|f(x)− α| < ε

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→a+0

f(x) = αと書く.

(2) x → a− 0のとき, f(x)が α ∈ Rに収束するとは, 任意の ε > 0に対してある δ(ε) > 0が存在し,

a− δ(ε) < x < aを満たす任意の x ∈ I に対して

|f(x)− α| < ε

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→a−0

f(x) = αと書く.

定義 3.1.7(1)の論理式� �
∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, ∀x ∈ I, (a < x < a+ δ(ε) ⇒ |f(x)− α| < ε).� �

命題 3.1.9. I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数とすると, 次の (i), (ii)は同
値である.

(i) x → aのとき, f(x)は収束する.

(ii) x → a± 0のとき, f(x)は収束し, lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a−0

f(x).

さらに, f が (i)または (ii)を満たせば, lim
x→a

f(x) = lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a−0

f(x)が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 3.1.8 (M -δ論法). I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数とする.

(1) x → a + 0のとき, f(x)が∞に発散するとは, 任意のM > 0に対してある δ(M) > 0が存在し,

a < x < a+ δ(M)を満たす任意の x ∈ I に対して

f(x) > M

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→a+0

f(x) = ∞と書く.

(2) x → a − 0のとき, f(x)が∞に発散するとは, 任意のM > 0に対してある δ(M) > 0が存在し,

a− δ(M) < x < aを満たす任意の x ∈ I に対して

f(x) > M

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→a−0

f(x) = ∞と書く.
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定義 3.1.8(1)の論理式� �
∀M > 0, ∃δ(M) > 0, ∀x ∈ I, (a < x < a+ δ(M) ⇒ f(x) > M).� �

例. (0,∞)上の関数 f : (0,∞) → Rを

f(x) =
1

x
(x > 0)

によって定義すると, lim
x→+0

f(x) = ∞となる.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 3.1.9 (M -δ論法). I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I \ {a} → Rを I \ {a}上の関数とする.

(1) x → a+ 0のとき, f(x)が−∞に発散するとは, 任意のM > 0に対してある δ(M) > 0が存在し,

a < x < a+ δ(M)を満たす任意の x ∈ I に対して

f(x) < −M

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→a+0

f(x) = −∞と書く.

(2) x → a− 0のとき, f(x)が−∞に発散するとは, 任意のM > 0に対してある δ(M) > 0が存在し,

a− δ(M) < x < aを満たす任意の x ∈ I に対して

f(x) < −M

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→a−0

f(x) = −∞と書く.

定義 3.1.9(1)の論理式� �
∀M > 0, ∃δ(M) > 0, ∀x ∈ I, (a < x < a+ δ(M) ⇒ f(x) < −M).� �

注意. x → a± 0での極限に対しても, x → aでの極限と同様の命題が成り立つ.
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• x → ±∞での極限
定義 3.1.10 (ε-N 論法). I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) (a ∈ R, I = (a,∞)) x → ∞のとき, f(x)が α ∈ Rに収束するとは, 任意の ε > 0に対してある
N(ε) > aが存在し, x > N(ε)を満たす任意の x ∈ I に対して

|f(x)− α| < ε

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→∞

f(x) = αと書く.

(2) (b ∈ R, I = (−∞, b)) x → −∞のとき, f(x)が α ∈ Rに収束するとは, 任意の ε > 0に対してあ
るN(ε) > −bが存在し, x < −N(ε)を満たす任意の x ∈ I に対して

|f(x)− α| < ε

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→−∞

f(x) = αと書く.

定義 3.1.10(1)の論理式� �
∀ε > 0, ∃N(ε) > a, ∀x ∈ (a,∞), (x > N(ε) ⇒ |f(x)− α| < ε).� �

例. (0,∞)上の関数 f : (0,∞) → Rを

f(x) =
1

x
(x > 0)

によって定義すると, lim
x→∞

f(x) = 0となる.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 3.1.11 (M -N 論法). I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) (a ∈ R, I = (a,∞)) x → ∞のとき, f(x)が∞に発散するとは, 任意のM > 0に対してある
N(M) > aが存在し, x > N(M)を満たす任意の x ∈ I に対して

f(x) > M

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→∞

f(x) = ∞と書く.

(2) (b ∈ R, I = (−∞, b)) x → −∞のとき, f(x)が∞に発散するとは, 任意のM > 0に対してある
N(M) > −bが存在し, x < −N(M)を満たす任意の x ∈ I に対して

f(x) > M

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→−∞

f(x) = ∞と書く.

定義 3.1.11(1)の論理式� �
∀M > 0, ∃N(M) > a, ∀x ∈ (a,∞), (x > N(M) ⇒ f(x) > M).� �
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定義 3.1.12 (M -N 論法). I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) (a ∈ R, I = (a,∞)) x → ∞のとき, f(x)が −∞に発散するとは, 任意のM > 0に対してある
N(M) > aが存在し, x > N(M)を満たす任意の x ∈ I に対して

f(x) < −M

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→∞

f(x) = −∞と書く.

(2) (b ∈ R, I = (−∞, b)) x → −∞のとき, f(x)が −∞に発散するとは, 任意のM > 0に対してあ
るN(M) > −bが存在し, x < −N(M)を満たす任意の x ∈ I に対して

f(x) < −M

が成り立つことを言う. このとき, lim
x→−∞

f(x) = −∞と書く.

定義 3.1.12(1)の論理式� �
∀M > 0, ∃N(M) > a, ∀x ∈ (a,∞), (x > N(M) ⇒ f(x) < −M).� �

注意. x → ±∞での極限に対しても, x → aでの極限と同様の命題が成り立つ.
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3.2 連続関数, 一様連続関数, 半連続関数

• 連続関数
定義 3.2.1. I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) f が a ∈ I で連続であるとは,

lim
x→a

f(x) = f(a)

となることを言う.

(2) f が I で連続であるとは, f が任意の a ∈ I で連続であることを言う.

定義 3.2.1(2)の論理式� �
∀a ∈ I, ∀ε > 0, ∃δ(a, ε) > 0, ∀x ∈ I, (|x− a| < δ(a, ε) ⇒ |f(x)− f(a)| < ε).� �

命題 3.2.1 (和・スカラー倍の連続性). I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f, g : I → Rを I 上の関数, c ∈ Rと
する.

(1) f , gが aで連続ならば, f + gは aで連続であり,

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = f(a) + g(a)

が成り立つ.

(2) f が aで連続ならば, cf は aで連続であり,

lim
x→a

(cf(x)) = cf(a)

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 3.1.3).

命題 3.2.2 (積・商の連続性). I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f, g : I → Rを I 上の関数とする.

(1) f , gが aで連続ならば, fgは aで連続であり,

lim
x→a

(f(x)g(x)) = f(a)g(a)

が成り立つ.

(2) f , gが aで連続であり, かつ g(a) ̸= 0ならば,
f

g
は aで連続であり,

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

f(a)

g(a)

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 3.1.4).
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例. (0,∞)上の関数 f : (0,∞) → Rを

f(x) =
1

x
(x > 0)

によって定義すると, f は (0,∞)で連続である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 3.2.3 (合成の連続性). I, J ⊆ RをRの区間, a ∈ I, f : I → J , g : J → Rをそれぞれ I, J 上の関
数とするとき, f , gがそれぞれ a, f(a)で連続ならば, g ◦ f は aで連続であり,

lim
x→a

(g ◦ f)(x) = g(f(a))

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 3.1.5).

命題 3.2.4. I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I → Rを I 上の関数とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) f は aで連続である.

(ii) lim
n→∞

xn = aとなる I の任意の点列 {xn}n∈Nに対して

lim
n→∞

f(xn) = f(a)

となる.

証明. 省略 (命題 3.1.8).
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• 一様連続関数
定義 3.2.2 (ε-δ論法). I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする. f が I で一様連続であると
は, 任意の ε > 0に対してある δ(ε) > 0が存在し, |x− y| < δ(ε)を満たす任意の x, y ∈ I に対して

|f(x)− f(y)| < ε

が成り立つことを言う.

定義 3.2.2の論理式� �
∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, ∀x, y ∈ I, (|x− y| < δ(ε) ⇒ |f(x)− f(y)| < ε).� �

命題 3.2.5. I ⊆ RをRの区間, f : I → Rを I上の関数とするとき, f が Iで一様連続ならば, f は Iで
連続である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例. R上の関数 f, g : R → Rを
f(x) = cosx (x ∈ R),

g(x) = sinx (x ∈ R)

によって定義すると, f , gは Rで一様連続である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 3.2.1 (Heine-Cantorの定理). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の関数とするとき, f が
[a, b]で連続ならば, f は [a, b]で一様連続である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例. (0,∞)上の関数 f : (0,∞) → Rを

f(x) =
1

x
(x > 0)

によって定義すると, f は (0,∞)で連続であるが, 一様連続でない.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 半連続関数
定義 3.2.3 (ε-δ論法). I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) f が a ∈ Iで上半連続であるとは, 任意の ε > 0に対してある δ(ε) > 0が存在し, |x− a| < δ(ε)を
満たす任意の x ∈ I に対して

f(x)− f(a) < ε

が成り立つことを言う.

(2) f が I で上半連続であるとは, f が任意の a ∈ I で上半連続であることを言う.

定義 3.2.3(2)の論理式� �
∀a ∈ I, ∀ε > 0, ∃δ(a, ε) > 0, ∀x ∈ I, (|x− a| < δ(a, ε) ⇒ f(x)− f(a) < ε).� �

定義 3.2.4 (ε-δ論法). I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) f が a ∈ Iで下半連続であるとは, 任意の ε > 0に対してある δ(ε) > 0が存在し, |x− a| < δ(ε)を
満たす任意の x ∈ I に対して

f(x)− f(a) > −ε

が成り立つことを言う.

(2) f が I で下半連続であるとは, f が任意の a ∈ I で下半連続であることを言う.

定義 3.2.4(2)の論理式� �
∀a ∈ I, ∀ε > 0, ∃δ(a, ε) > 0, ∀x ∈ I, (|x− a| < δ(a, ε) ⇒ f(x)− f(a) > −ε).� �

命題 3.2.6. I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I → Rを I 上の関数とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) f は aで連続である.

(ii) f は aで上半連続かつ下半連続である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

例. R上の関数 f : R → Rを

f(x) =

sin
1

x
(x ̸= 0),

1 (x = 0)

によって定義すると, f は 0で上半連続であるが, 下半連続でない.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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3.3 中間値の定理, 逆関数の定理, 最大値の定理

• 中間値の定理
補題 3.3.1 (Bolzanoの定理). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の関数とするとき, f が [a, b]で
連続であり, かつ f(a) < 0 < f(b)または f(a) > 0 > f(b)ならば,

f(x0) = 0

を満たす a < x0 < bが存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 3.3.1 (中間値の定理). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の関数とし, c = min{f(a), f(b)},
d = max{f(a), f(b)}とおくとき, f が [a, b]で連続ならば, 任意の c ≤ y0 ≤ dに対し,

f(x0) = y0

を満たす a ≤ x0 ≤ bが存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 3.3.1. I ⊆ Rを Rの区間 (定義 0.3.2), f : I → Rを I 上の関数とし, f(I) = {f(x) ; x ∈ I} ⊆ R
(定義 0.2.9)とおくとき, f が I で連続ならば, f(I)は Rの区間である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 逆関数の定理
定義 3.3.1. I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) f が I で単調増加であるとは, 任意の x, x′ ∈ I, x ≤ x′に対して f(x) ≤ f(x′)のことを言う.

(2) f が I で単調減少であるとは, 任意の x, x′ ∈ I, x ≤ x′に対して f(x) ≥ f(x′)のことを言う.

(3) f が I で単調であるとは, f が I で単調増加または I で単調減少であることを言う.

定義 3.3.2. I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) f が I で狭義単調増加であるとは, 任意の x, x′ ∈ I, x < x′に対して f(x) < f(x′)のことを言う.

(2) f が I で狭義単調減少であるとは, 任意の x, x′ ∈ I, x < x′に対して f(x) > f(x′)のことを言う.

(3) f が I で狭義単調であるとは, f が I で狭義単調増加または I で狭義単調減少であることを言う.

命題 3.3.2. I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) f が I で狭義単調ならば, f は I から Rへの単射 (定義 0.2.11)である.

(2) f が I から Rへの単射かつ I で連続ならば, f は I で狭義単調である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 3.3.2 (逆関数の定理). I ⊆ RをRの区間, f : I → Rを I上の関数とし, f(I) = {f(x) ; x ∈ I} ⊆ R
(定義 0.2.9)とおく.

(1) f が I で狭義単調増加かつ連続ならば, f−1 : f(I) → I は f(I)で狭義単調増加かつ連続である.

(2) f が I で狭義単調減少かつ連続ならば, f−1 : f(I) → I は f(I)で狭義単調減少かつ連続である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 最大値の定理
定義 3.3.3. A ̸= ∅を集合, f : A → RをA上の関数とし, f(A) = {f(x) ; x ∈ A} ⊆ R (定義 0.2.9)と
おく.

(1) max f(A)が存在するとき, max
x∈A

f(x) = max f(A)を f のAでの最大値と言う.

(2) min f(A)が存在するとき, min
x∈A

f(x) = min f(A)を f のAでの最小値と言う.

定義 3.3.4. Aを集合, f : A → RをA上の関数とする.

(1) f が x0 ∈ Aで最大であるとは,

f(x0) = max
x∈A

f(x)

が成り立つことを言う.

(2) f が x0 ∈ Aで最小であるとは,

f(x0) = min
x∈A

f(x)

が成り立つことを言う.

補題 3.3.2 (有界性の定理). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の関数とする.

(1) f が [a, b]で上半連続ならば, f は [a, b]で上に有界である.

(2) f が [a, b]で下半連続ならば, f は [a, b]で下に有界である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 3.3.3 (最大値の定理). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の関数とする.

(1) f が [a, b]で上半連続ならば, f の [a, b]での最大値が存在する.

(2) f が [a, b]で下半連続ならば, f の [a, b]での最小値が存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 3.3.4. a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]上の関数とするとき, f が [a, b]で連続ならば, f の
[a, b]での最大値・最小値が存在し,

c = min
a≤x≤b

f(x), d = max
a≤x≤b

f(x)

とおくと, f([a, b]) = [c, d] (定義 0.2.9)が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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第4章 導関数と平均値の定理

4.1 導関数と接線

• 導関数
定義 4.1.1. I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) f が a ∈ I で微分可能であるとは,

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= α

となる α ∈ Rが存在することを言う. このとき, α = f ′(a)と書き, f ′(a)を f の aでの微分係数と
言う.

(2) fが Iで微分可能であるとは, fが任意の a ∈ Iで微分可能であることを言う. このとき, f ′ : I → R
を f の導関数と言う.

注意. I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) aが I の左端点ならば, lim
x→a+0

f(x)− f(a)

x− a
を f の aでの (右)微分係数とする.

(2) aが I の右端点ならば, lim
x→a−0

f(x)− f(a)

x− a
を f の aでの (左)微分係数とする.

命題 4.1.1. I ⊆ RをRの区間, a ∈ I, f : I → Rを I 上の関数とするとき, f が aで微分可能ならば, f

は aで連続である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.1.2 (和・スカラー倍の微分可能性). I ⊆ RをRの区間, a ∈ I, f, g : I → Rを I上の関数, c ∈ R
とする.

(1) f , gが aで微分可能ならば, f + gは aで微分可能であり,

(f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a)

が成り立つ.

(2) f が aで微分可能ならば, cf は aで微分可能であり,

(cf)′(a) = cf ′(a)

が成り立つ.
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証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.1.3 (積・商の微分可能性). I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f, g : I → Rを I 上の関数とする.

(1) f , gが aで微分可能ならば, fgは aで微分可能であり,

(fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a)

が成り立つ.

(2) f , gが aで微分可能であり, かつ g(a) ̸= 0ならば,
f

g
は aで微分可能であり,

(
f

g

)′
(a) =

f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

g(a)2

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.1.4 (合成の微分可能性). I, J ⊆ RをRの区間, a ∈ I, f : I → J , g : J → Rをそれぞれ I, J 上
の関数とするとき, f , gがそれぞれ a, f(a)で微分可能ならば, g ◦ f は aで微分可能であり,

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a))f ′(a)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.1.5 (逆の微分可能性). I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I → Rを I 上の狭義単調連続関数とする
とき, f が aで微分可能であり, かつ f ′(a) ̸= 0ならば, f−1は f(a)で微分可能であり,

(f−1)′(f(a)) =
1

f ′(a)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• Landauの記号
定義 4.1.2 (Landauの記号). a ∈ R, δ > 0とする.

(1) Iδ(a) = {x ∈ R ; 0 < |x− a| < δ}を aの除外近傍という.

(2) f, g : Iδ(a) → Rを Iδ(a)上の関数とする. f(x) = o(g(x)) (x → a)であるとは,

lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0

となることを言う. このとき, f(x) < g(x) (x → a)と書く.

例. α, β ∈ Rとするとき, α > βならば, xα = o(xβ) (x → +0).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 接線
定義 4.1.3. I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

G(f) = {(x, y) ∈ R2 ; x ∈ I, y = f(x)}

を f のグラフと言う.

命題 4.1.6. I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I → Rを I 上の関数とすると, 次の (i), (ii)は同値である.

(i) f は aで微分可能である.

(ii) f(x)− f(a) = α(x− a) + o(x− a) (x → a)を満たす α ∈ Rが存在する.

さらに, f が (i)または (ii)を満たせば, f ′(a) = αが成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 4.1.4. I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, f : I → Rを I 上の aで微分可能な関数とする.

Ta(f) = {(x, y) ∈ R2 ; y − f(a) = f ′(a)(x− a)}

をG(f)の (a, f(a))での接線と言う.
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4.2 平均値の定理
補題 4.2.1 (Rolleの定理). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]で連続かつ (a, b)で微分可能な関数
とするとき, f(a) = f(b)ならば,

f ′(x0) = 0

を満たす a < x0 < bが存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 4.2.1 (平均値の定理). a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]で連続かつ (a, b)で微分可能な関数
とすると,

f ′(x0) =
f(b)− f(a)

b− a

を満たす a < x0 < bが存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.2.1. a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]で連続かつ (a, b)で微分可能な関数とする.

(1) f は [a, b]で単調増加⇔ f ′ ≥ 0. つまり, ∀x ∈ (a, b), f ′(x) ≥ 0.

(2) f は [a, b]で単調減少⇔ f ′ ≤ 0. つまり, ∀x ∈ (a, b), f ′(x) ≤ 0.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 4.2.2. a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]で連続かつ (a, b)で微分可能な関数とする.

(1) f は [a, b]で狭義単調増加⇐ f ′ > 0. つまり, ∀x ∈ (a, b), f ′(x) > 0.

(2) f は [a, b]で狭義単調減少⇐ f ′ < 0. つまり, ∀x ∈ (a, b), f ′(x) < 0.

証明. 省略 (命題 4.2.1).

補題 4.2.2. a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → Rを [a, b]で連続かつ (a, b)で微分可能な関数とするとき,

∀x ∈ (a, b), f ′(x) ̸= 0ならば, f(a) ̸= f(b).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 4.2.2 (Cauchyの平均値の定理). a, b ∈ R, a < b, f, g : [a, b] → Rを [a, b]で連続かつ (a, b)で微
分可能な関数とするとき, ∀x ∈ (a, b), g′(x) ̸= 0ならば,

f ′(x0)

g′(x0)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

を満たす a < x0 < bが存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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4.3 de l’Hôpitalの法則

•
0

0
の不定形

命題 4.3.1 (de l’Hôpitalの法則). a, b ∈ R, a < b, f, g : (a, b) → Rを (a, b)上の微分可能関数で, 次の
(i), (ii)を満たすものとする.

(i) ∀x ∈ (a, b), g(x) ̸= 0, かつ lim
x→a+0

f(x) = 0, lim
x→a+0

g(x) = 0.

(ii) ∀x ∈ (a, b), g′(x) ̸= 0, かつ x → a+ 0のとき,
f ′(x)

g′(x)
は収束する.

x → a+ 0のとき,
f(x)

g(x)
は収束し,

lim
x→a+0

f(x)

g(x)
= lim

x→a+0

f ′(x)

g′(x)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

注意. a = −∞のときも, 命題 4.3.1が成り立つ.

命題 4.3.2 (de l’Hôpitalの法則). a, b ∈ R, a < b, f, g : (a, b) → Rを (a, b)上の微分可能関数で, 次の
(i), (ii)を満たすものとする.

(i) ∀x ∈ (a, b), g(x) ̸= 0, かつ lim
x→b−0

f(x) = 0, lim
x→b−0

g(x) = 0.

(ii) ∀x ∈ (a, b), g′(x) ̸= 0, かつ x → b− 0のとき,
f ′(x)

g′(x)
は収束する.

x → b− 0のとき,
f(x)

g(x)
は収束し,

lim
x→b−0

f(x)

g(x)
= lim

x→b−0

f ′(x)

g′(x)

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 4.3.1).

注意. b = ∞のときも, 命題 4.3.2が成り立つ.

例. a, b > 0とすると, lim
x→0

ax − bx

x
= log

a

b
.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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•
∞
∞
の不定形

命題 4.3.3 (de l’Hôpitalの法則). a, b ∈ R, a < b, f, g : (a, b) → Rを (a, b)上の微分可能関数で, 次の
(i), (ii)を満たすものとする.

(i) lim
x→a+0

f(x) = ±∞, lim
x→a+0

g(x) = ±∞ (複号任意).

(ii) ∀x ∈ (a, b), g′(x) ̸= 0, かつ x → a+ 0のとき,
f ′(x)

g′(x)
は収束する.

x → a+ 0のとき,
f(x)

g(x)
は収束し,

lim
x→a+0

f(x)

g(x)
= lim

x→a+0

f ′(x)

g′(x)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

注意. a = −∞のときも, 命題 4.3.3が成り立つ.

命題 4.3.4 (de l’Hôpitalの法則). a, b ∈ R, a < b, f, g : (a, b) → Rを (a, b)上の微分可能関数で, 次の
(i), (ii)を満たすものとする.

(i) lim
x→b−0

f(x) = ±∞, lim
x→b−0

g(x) = ±∞ (複号任意).

(ii) ∀x ∈ (a, b), g′(x) ̸= 0, かつ x → b− 0のとき,
f ′(x)

g′(x)
は収束する.

x → b− 0のとき,
f(x)

g(x)
は収束し,

lim
x→b−0

f(x)

g(x)
= lim

x→b−0

f ′(x)

g′(x)

が成り立つ.

証明. 省略 (命題 4.3.3).

注意. b = ∞のときも, 命題 4.3.4が成り立つ.

例. α > 0とすると, lim
x→∞

log x

xα
= 0.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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第5章 高階導関数とTaylorの定理

5.1 高階導関数と関数の極大・極小

• n階導関数
定義 5.1.1. I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする. 任意の n ∈ N, n ≥ 1に対し, 次の (i),

(ii)によって帰納的に定義される f (n) : I → Rを f の n階導関数と言う.

(i) f (0) = f .

(ii) ∀k ∈ {0, 1, · · · , n− 1}, (f (k) : I → Rが I で微分可能ならば, f (k+1)を
f (k+1) = (f (k))′

によって定義する).

例. α ∈ Rとし, f : (0,∞) → (0,∞)を
f(x) = xα (x > 0)

によって定義すると, f (n)(x) = α(α− 1) · · · (α− n+ 1)xα−n (n ∈ N, n ≥ 1, x > 0).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 5.1.2. I ⊆ Rを Rの区間, f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) f が I で n回連続微分可能またはCn級 (n ∈ N)であるとは, 任意の k ∈ {0, 1, · · · , n}に対して
f (k)が定義され, f (n)が I で連続であることを言う.

(2) f が I で無限回微分可能またはC∞級であるとは, 任意の n ∈ Nに対して f が I で Cn級である
ことを言う.

定義 5.1.3. 任意の n, k ∈ Nに対し,(
n

k

)
=


1 (k = 0),

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
(k ≥ 1)

を二項係数と言う.

命題 5.1.1 (Leibnizの法則). I ⊆ Rを Rの区間, n ∈ N, f, g : I → Rを I 上の Cn級関数とすると,

(fg)(n)(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (n−k)(x)g(k)(x) (x ∈ I)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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• 関数の極大・極小
定義 5.1.4. I ⊆ Rを Rの開区間 (定理 0.3.1(i), (iv), (vi)), f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) f が a ∈ I で極大であるとは, ある δ > 0が存在し, |x− a| < δを満たす任意の x ∈ I に対して

f(x) ≤ f(a)

が成り立つことを言う.

(2) f が a ∈ I で極小であるとは, ある δ > 0が存在し, |x− a| < δを満たす任意の x ∈ I に対して

f(x) ≥ f(a)

が成り立つことを言う.

定義 5.1.5. I ⊆ Rを Rの開区間 (定理 0.3.1(i), (iv), (vi)), f : I → Rを I 上の関数とする.

(1) f が a ∈ I で狭義極大であるとは, ある δ > 0が存在し, 0 < |x− a| < δを満たす任意の x ∈ I に
対して

f(x) < f(a)

が成り立つことを言う.

(2) f が a ∈ I で狭義極小であるとは, ある δ > 0が存在し, 0 < |x− a| < δを満たす任意の x ∈ I に
対して

f(x) > f(a)

が成り立つことを言う.

命題 5.1.2. I ⊆ Rを Rの開区間 (定理 0.3.1(i), (iv), (vi)), a ∈ I, f : I → Rを I 上の微分可能関数と
するとき, f が aで極大または極小ならば, f ′(a) = 0.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 5.1.6. I ⊆ Rを Rの開区間 (定理 0.3.1(i), (iv), (vi)), f : I → Rを I 上の微分可能関数とする.

f ′(a) = 0を満たす a ∈ I を f の停留点と言う.

命題 5.1.3. I ⊆ Rを Rの開区間 (定理 0.3.1(i), (iv), (vi)), f : I → Rを I 上の C2級関数, a ∈ I を f

の停留点とする.

(1) f ′′(a) > 0ならば, f は aで狭義極小である.

(2) f ′′(a) < 0ならば, f は aで狭義極大である.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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5.2 Taylorの定理
定理 5.2.1 (Taylorの定理). I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, n ∈ N, f : I → Rを I 上の Cn+1級関数とする
と, 任意の x ∈ I に対し,

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

f (n+1)((1− θ(x))a+ θ(x)x)

(n+ 1)!
(x− a)n+1

を満たす 0 < θ(x) < 1が存在する. さらに, Rn(x) =
f (n+1)((1− θ(x))a+ θ(x)x)

(n+ 1)!
(x− a)n+1とおくと,

Rn(x) = o((x− a)n) (x → a).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.2.2 (Taylorの定理). I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, n ∈ N, f : I → Rを I 上の Cn+1級関数とす
ると,

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

∫ x

a

(x− u)n

n!
f (n+1)(u)du (x ∈ I)

が成り立つ. さらに, Rn(x) =

∫ x

a

(x− u)n

n!
f (n+1)(u)duとおくと, Rn(x) = o((x− a)n) (x → a).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定理 5.2.3. I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, n ∈ N, f : I → Rを I 上の Cn+1級関数とするとき,

f(x) =
n∑

k=0

ak(x− a)k + o((x− a)n) (x → a)

を満たす ak ∈ R (k ∈ {0, 1, · · · , n})が存在すれば,

ak =
f (k)(a)

k!
(k ∈ {0, 1, · · · , n})

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 5.2.1. I ⊆ Rを Rの区間, a ∈ I, n ∈ N, f : I → Rを I 上の Cn+1級関数とする.

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

を f の aを中心とする n次Taylor多項式と言う.
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5.3 初等関数のTaylor多項式

• Landauの記号
定義 5.3.1 (Landauの記号). a ∈ Rとする.

(1) (a,∞)を∞の除外近傍という.

(2) f, g : (a,∞) → Rを (a,∞)上の関数とする. f(x) = o(g(x)) (x → ∞)であるとは,

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 0

となることを言う. このとき, f(x) < g(x) (x → ∞)と書く.

例. α, β ∈ Rとするとき, α < βならば, xα = o(xβ) (x → ∞).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 5.3.2 (Landauの記号). b ∈ Rとする.

(1) (−∞, b)を−∞の除外近傍という.

(2) f, g : (−∞, b) → Rを (−∞, b)上の関数とする. f(x) = o(g(x)) (x → −∞)であるとは,

lim
x→−∞

f(x)

g(x)
= 0

となることを言う. このとき, f(x) < g(x) (x → −∞)と書く.
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• 幾何級数, 指数関数, 対数関数, 冪関数
命題 5.3.1. n ∈ Nとすると,

1

1− x
=

n∑
k=0

xk +
xn+1

1− x
(−1 < x < 1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.3.2. n ∈ Nとすると, 任意の x ∈ Rに対し,

ex =

n∑
k=0

xk

k!
+

eθ(x)x

(n+ 1)!
xn+1

を満たす 0 < θ(x) < 1が存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.3.3. n ∈ Nとすると,

log(1 + x) =

n∑
k=1

(−1)k−1

k
xk + (−1)n

∫ x

0

un

1 + u
du (−1 < x ≤ 1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

定義 5.3.3. 任意の α ∈ R, n ∈ Nに対し,

(
α

n

)
=


1 (n = 0),

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
(n ≥ 1)

を二項係数と言う.

命題 5.3.4. α ∈ R, n ∈ Nとすると, 任意の−1 < x < 1に対し,

(1 + x)α =
n∑

k=0

(
α

k

)
xk +

(
α

n+ 1

)
(1 + θ(x)x)α−n−1xn+1

を満たす 0 < θ(x) < 1が存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.3.5. α, β > 0とするとき, α < βならば,

log x < xα < xβ < ex (x → ∞).

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

72



• 三角関数, 逆三角関数
命題 5.3.6. n ∈ Nとすると, 任意の x ∈ Rに対し,

cosx =
n∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k + (−1)n+1 cos(θ(x)x)

(2n+ 2)!
x2n+2

を満たす 0 < θ(x) < 1が存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.3.7. n ∈ Nとすると, 任意の x ∈ Rに対し,

sinx =
n∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 + (−1)n+1 cos(θ(x)x)

(2n+ 3)!
x2n+3

を満たす 0 < θ(x) < 1が存在する.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).

命題 5.3.8. n ∈ Nとすると,

arctanx =
n∑

k=0

(−1)k

2k + 1
x2k+1 + (−1)n+1

∫ x

0

u2n+2

1 + u2
du (−1 < x ≤ 1)

が成り立つ.

証明. 省略 (講義の自筆ノート).
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