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平成２５年度	 統計力学試験問題 
 

[問題１] 体積 V0の微小な立方体 N 個からなる空間に n 個の原子が存在

する場合考える（右図は 2 次元で N=121，n=7 の場合の例）．全系の体
積 Vは V0 Nであり，N>>n>>1とする．それぞれの立方体は十分小さく，

その中に存在する原子数は 0個か 1個とする．各原子は区別できないと
し，原子間に相互作用はないものとする．この時， 
(1) n個の原子が N個のサイトに分布する場合の数 Wを求めよ． 
(2) N，n>>1として，(1)の結果からこの系のエントロピーSを求めよ，  

(ヒント：Stirlingの公式	 ) 
(3) ヘルムホルツの自由エネルギー F ( =－TS ) を求めよ． 

(4) N>>nの場合に，熱力学関係式 を用いてこの系の圧力を求めよ．ただし の 2次以上

の項は無視する． 
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(5) (4)の結果の物理的意味を述べよ． 
 
[問題２] 右図のようにN個の粒子がそれぞれ独立にエネルギー0かεの状態を

とりうる２準位系をボルツマンの方法で考える．以下の問いに答えなさい． 
(1) ボルツマンの１粒子分配関数 1Z を求めなさい． 
(2) この系のエネルギーの平均値 E< >を求めなさい． 
(3) 低温の極限( 0T → )でエネルギーの平均値 E< >はどのような値をとる

か，またその物理的意味を答えなさい． 
(4) 高温の極限(T →∞ )でエネルギーの平均値 E< >はどのような値をとるか，またその物理的意味を

答えなさい． 
 
[問題３ ]２次元自由電子の波動関数は，１辺が L の正方形で周期境界条件を置くと，
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ε で与えられる．このとき以下の問いに答えなさい． 

(1) E≤≤ ε0 を満たす状態数 )(0 EΩ が
2
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!π
EmL
で与えられることを示せ． 

(ヒント：スピンの自由度を考慮すること) 
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(3) フェルミ分布関数は，
1
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−µβ Ee
Ef で与えられる．絶対零度でのフェルミ分布関数の概形を

描け． 
(4) 有限温度であるが， BkT /0 µ<<< を満たす低温でのフェルミ分布関数の概形を描け． 
(5) (1)で考えた系の電子数を Nとすると，化学ポテンシャル )(Tµ は， 
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を満たすように決められる．絶対零度での化学ポテンシャル FE=)0(µ を求めよ．これをフェルミ

エネルギーと呼ぶ． 
(ヒント：絶対零度で①の積分はどのようになるか考えよ．) 

(6) BkT /0 µ<<< を満たす低温では，適当な関数 )(Eg とフェルミ分布関数 )(Ef の積の積分は次式で

近似できる． 
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これをゾンマーフェルト展開と呼ぶ．②式を①式に適用することで，2 次元自由電子系では

BkT /0 µ<<< を満たす低温で化学ポテンシャルは温度によらずほとんど一定であることを示せ． 
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