
平成 30年度 物理数学 I 期末試験問題

[1] 以下の問いに答えよ．

(1)

∫ π

−π

e−imxeinxdx = 2πδnm となることを示せ．

(2) 区間 [−π, π]で定義される周期 2πの関数 f(x)が，f(x) =

∞∑
n=−∞

Cne
inxとフーリエ級数展開できるとき，係数

Cm は，Cm =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−imxdxで与えられることを示せ．

(3) f(x) =

{
−1 (−π ≤ x < 0)

1 (0 ≤ x < π)
とするとき，この関数の概形を描け．

(4) (3)の関数を f(x) =

∞∑
n=−∞

Cne
inx の形にフーリエ級数展開せよ．

[2] エルミート多項式Hn(x)は，区間 [−∞,∞]で重み関数 w(x) = e−x2

とロドリーグの公式を用いて，

Hn(x) = (−1)n
1

w(x)
Dn[w(x)] で与えられる．ここで，D =

d

dx
である．

また，漸化式Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x)を満たす．以下の問いに答えよ．

(1) ロドリーグの公式より，H0(x)，H1(x)の具体的な表式を求めよ．

(2) 漸化式より，H2(x)，H3(x)の具体的な表式を求めよ．

(3) H0(x)とH2(x)が直交することを示せ．

[3] ルジャンドル多項式 Pn(x)はロドリーグの公式により，Pn(x) =
1

2nn!
Dn[(x2 − 1)n] で与えられる．以下の問い

の答えよ．ライプニッツの公式Dn[f(x)g(x)] =

n∑
k=0

nCkD
k[f(x)]Dn−k[g(x)] は既知として良い．

(1) Dn+1[(x2 − 1)n+1] = (x2 − 1)Dn+1[(x2 − 1)n] + 2(n+ 1)xDn[(x2 − 1)n] + n(n+ 1)Dn−1[(x2 − 1)n] となるこ

とを示せ．(ヒント：Dn+1[(x2 − 1)n+1] = Dn+1[(x2 − 1)(x2 − 1)n]としてライプニッツの公式を適用する．)

(2) Dn+1[(x2 − 1)n+1] = 2(n+ 1)xDn[(x2 − 1)n] + 2n(n+ 1)Dn−1[(x2 − 1)n] となることを示せ．

(ヒント：Dn+1[(x2 − 1)n+1] = Dn[D[(x2 − 1)n+1]]を計算する．)

(3) (1)，(2)の結果からルジャンドル多項式は，
[
(1− x2)

d

dx
− (n+ 1)x

]
Pn(x) = −(n+ 1)Pn+1(x)の関係を満た

すことを示せ．(ヒント：Dn−1[(x2 − 1)n]の項を消去する．)

(4) ルジャンドル多項式はまた，
[
(1− x2)

d

dx
+ nx

]
Pn(x) = nPn−1(x)の関係を満たす．これと (3)の結果を用い

て，ルジャンドル多項式が微分方程式 (1− x2)
d2u

dx2
− 2x

du

dx
+ n(n+ 1)u = 0 を満たすことを示せ．

(5) (3)，(4)の関係からルジャンドル多項式が漸化式 (n + 1)Pn+1(x) = (2n + 1)Pn(x) − nPn−1(x)を満たすこと

を示せ．


